
Факультет математики ВШЭ
«Введение в теорию чисел»

Семинар № 05

Цепные дроби

1. Разложите в цепные дроби числа
147

13
и
129

111
.

2. * Вычислите [0; 2,3,4, ...,999,1000] + [0; 1,1,3,4, ...,999,1000].

3. Самый длинный алгоритм Евклида.

а) Сколько неподобных слагаемых содержит Kn(x1, ..., xn)?
б) Пусть Pn/Qn = [1; 1, . . . ,1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n

], Pn�Qn. Чему равны Pn и Qn?

4. Даны числа a0 ∈ Z, a1 ∈ N, a2 ∈ N, ... Пусть P−1 = 1 P0 = a0
Q−1 = 0 Q0 = 1

и ∀k Pk = akPk−1 + Pk−2

Qk = akQk−1 +Qk−2
.

а) Докажите, что
Pn

Qn
= [a0;a1, ..., an].

б) Докажите, что PkQk−2 − Pk−2Qk = (−1)kak (k ≥ 2).

5. Пусть
p

q
= [a0;a1, a2, . . . , an], p�q. Докажите, что решением уравнения px − qy = 1

служит либо пара (Qn−1, Pn−1), либо пара (−Qn−1,−Pn−1).

6. Вычислите следующие цепные дроби: а) [1,2]; б) [5; 1,2,1,10].

7. Разложите в цепную дробь число... а) ...
√

2; б) ...
√

3.

8. * Разложите в цепную дробь число
3 +

√

7

2
.

9. * Формат A4.

Найдите наименьшее n ∈ N, для которого ∃ m ∈ N такое, что
√

2 <
m

n
<
297

210
.

10. * Докажите, что Kn(x1, ..., xn) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

x1 1 0 ⋯ 0
−1 x2 1 ⋱ ⋮

0 −1 ⋱ ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 1
0 ⋯ 0 −1 xn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

11. * Пусть α ∈ R/Q и n ∈ N. Докажите, что справедливо хотя бы одно из неравенств

∣α −
Pn

Qn
∣ <

1

2Q2
n

и ∣α −
Pn+1

Qn+1
∣ <

1

2Q2
n+1

.
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