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Лекция № 10

Линейные диофантовы уравнения и КТО

1. Критерий разрешимости
Фиксированные a, b, c ∈ Z, неизвестные x, y ∈ Z, уравнение ax + by = c.
Это уравнение имеет решение⇔ c ⋮ (a, b).
Решение имеет вид x = x0 + b

(a, b) ⋅w, y = y0 − a

(a, b) ⋅w, параметр w ∈ Z .

Аналогично, уравнение ax + by + ... = c имеет решение⇔ c ⋮ (a, b, ...).
2. Теорема Сильвестра

Пусть a, b ∈ N, a�b. Наибольшее c, для которого уравнение ax + by = c не имеет
решений x, y ∈ N ∪ {0}, имеет вид c = ab − a − b.

◻ «не имеет» ax + by = ab − a − b ⇒ x + 1 ⋮ b, y + 1 ⋮ a ⇒
⇒ x ≥ b − 1, y ≥ a − 1 ⇒ ax + by ≥ 2ab − a − b

«наибольшее» Пусть c ≥ ab − a − b + 1.
∃x ∈ {0,1, ..., b − 1}: c − ax ⋮ b. Пусть c − ax = by, y ∈ Z.
x ≤ b − 1 ⇒ c − ax ≥ (ab − a − b + 1) − a(b − 1) = −b + 1 > −b ⇒ y ≥ 0. ∎

3. Китайская теорема об остатках
Пусть m1,m2, ...,mn — попарно взаимно простые натуральные числа, b1, b2, ..., bn
— произвольные целые числа. Система сравнений

x ≡
m1

b1, x ≡
m2

b2, , ..., x ≡
mn

bn

имеет единственное по модулю m1m2...mn решение.
◻ Существование. Пусть M =m1m2...mn, m′k =M/mk и fkm′k ≡mk

1.
Тогда x0 = b1f1m′1 + b2f2m′2 + ... + bnfnm′n является решением.
Единственность. x1 и x2 — решения ⇒ x1 − x2 ⋮m1,m2, ...,mn ⇒ x1 ≡≡≡

m1m2...mn

x2. ∎

◻ Рассмотрим
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x ≡k a,
x ≡` b

(k�`). Тогда ks + a = x = `t + b, т.е. ks − `t = b − a.

Это уравнение имеет решение s = c + `u (фиксированное c ∈ Z, любое u ∈ Z).
Тогда x = d + k`u (фиксированное d ∈ Z), т.е. x ≡k` d. ∎


