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«Введение в теорию чисел»

Лекция № 08

Распределение {nα} (n ∈ N)

1. Теорема Дирихле

∀α ∈ R ∀n ∈ N ∃m ∈ Z, k ∈ N, k ≤ n: ∣α − m
k

∣ < 1

nk
.

◻ I Q1 < Q2 < Q3 < ... < Qs < n ≤ Qs+1 < ...

II ∣α − Ps

Qs
∣ < 1

QsQs+1
≤ 1

nQs
∎

2. Теорема Кронекера
∀α ∈ R ∀I ⊂ [0; 1) ∃m ∈ N: {mα} ∈ I

◻ Лемма: ∀ε>0 ∃k ∈N: [ {kα} < ε
1−{kα} < ε

◻◻ [ {kα}<ε
1−{kα}<ε ⇔

∃m ∈ Z
∣kα−m∣<ε ⇔ ∣α−m

k
∣< ε
k

Теорема Дирихле для n > 1

ε
∎∎

k шагов = сдвиг < ε; положим ε < ∣I ∣ ∎
3. Теорема Вейля

lim
n→∞

♯{m ≤ n ∶ {mα} ∈ I}
n

= ∣I ∣
◻ I шизофрения у кузнечика: шаг β << ∣I ∣
II Nk(I) — количество посещений I на k-ом круге
III Nk(1) — количество посещений всего на k-ом круге

IV ∣I ∣
β
− 1 < Nk(I) <

∣I ∣
β
+ 1,

1

β
− 1 < Nk(1) <

1

β
+ 1

V ∣I ∣ − β
1 + β < Nk(I)

Nk(1)
< ∣I ∣ + β

1 − β

VI ∀n > N(β) ∣I ∣−2β
1+2β <

∑
k<K

Nk(I) +N ′

K(I)

∑
k<K

Nk(1) +N ′

K(1)
< ∣I ∣+2β

1−2β

VII Для исходного кузнечика верны те же оценки

VIII ∀ε>0 ∃β (∣I ∣ − 2β

1 + 2β
,
∣I ∣ + 2β

1 − 2β
) ⊂ (∣I ∣−ε, ∣I ∣+ε) ∎


