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Лекция № 05

Цепные дроби

1. Цепная (непрерывная) дробь

конечная: a0 +
1

a1 +
1

a2 +
⋱ +

1

an

, обозначается [a0;a1, a2, . . . , an];

бесконечная: a0 +
1

a1 +
1

a2 +
⋱ +

1

an +
⋱

, обозначается [a0;a1, a2, . . . , an, . . .].

Числа a0;a1, a2, ..., an, ... — неполные частные цепной дроби.

2. Континуанты
Kn(x1, ..., xn) — сумма всевозможных одночленов, получающихся из произведения
x1 ⋅ ... ⋅ xn вычёркиванием пар соседних переменных.
Kk(x1, x2, x3, ..., xk) = x1Kk−1(x2, ..., xk) +Kk−2(x3, ..., xk)

Следствие: ( Kn(x1, ..., xn) Kn−1(x1, ..., xn−1)

Kn−1(x2, ..., xn) Kn−2(x2, ..., xn−1)
) = (

x1 1
1 0

) ⋅ ... ⋅ (
xn 1
1 0

)

Следствие: [a0;a1, a2, . . . , an] =
Kn+1(a0, a1, ..., an)

Kn(a1, ..., an)

3. Значение цепной дроби

Подходящая дробь
Pk

Qk
= [a0;a1, a2, . . . , ak], Pk�Qk.

Q1 < Q2 < . . . < Qn, ∣PkQk−1 − Pk−1Qk∣ = 1.
◻ Pk =Kk+1(a0, a1, ..., ak), Qk =Kk(a1, ..., ak). ∎

∃ limn→∞[a0;a1, a2, . . . , an]

◻ Первое.
Pk

Qk
−
Pk−1

Qk−1
=

(−1)k+1

QkQk−1
. Второе.

P0

Q0
<
P2

Q2
<
P4

Q4
< . . . <

P5

Q5
<
P3

Q3
<
P1

Q1
. ∎

4. Приближения иррациональных чисел рациональными

Каковы размеры листа А4? Почему приближение π ≈
22

7
столь хорошее?

α /∈ Q ⇒ ∣α −
Pn

Qn
∣ <

1

Q2
n


