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Простые числа и факториальность

1. Факториальность Z индукцией
Любое натуральное число n > 1 единственным образом представляется в виде
n = pγ11 ⋅ ... ⋅ pγ`` , где p1 < ... < p` — простые числа.

◻ Пусть n — наименьшее натуральное число, которое можно представить в виде
произведения простых двумя способами: n = p1p2...pk и n = q1q2...qm. Рассмотрим
число (p1 − q1)p2...pk, оно же q1(q2...qm − p2...pk). Его разложение должно быть
единственным, но ни одно из чисел p1 − q1, p2, ..., pk не может делиться на q1. ∎

2. Простые числа
В евклидовых кольцах простой = неприводимый.
p простое, если из ab ⋮p следует, что a⋮p или b⋮p.
p неприводимое, если не существует таких необратимых x, y, что p = xy.

Какие из p ∈ P остаются простыми в Z[i]?
Ответ: p ≡4 3.
◻ Случай p ≡4 3. Пусть p = (a+ bi)(c+di), то ∣p∣2 = ∣a+ bi∣2∣c+di∣2 = (a2 + b2)(c2 +d2).
Либо одно из чисел a+ bi, c+ di обратимо, либо a2 + b2 = p = c2 + d2. Но сумма двух
квадратов не может давать остаток 3 при делении на 4.
Случай p ≡4 1. По теореме Ферма-Эйлера, p = x2 + y2, а значит, p = (x + yi)(x − yi).
∎

3. Факториальность произвольного евклидового кольца
Любой элемент факториального кольца единственным образом (с точностью до
ассоциированности) раскладывается на простые множители.

◻ Лемма. Если ac ⋮ b и (a, b) = 1, то c ⋮ b. Действительно, 1 = (a, b) = ak+bm, отчего
c = ack + bcm ⋮ b.
Значит, в любых двух разложениях на простые есть совпадающие, потому что если
r1r2...rk = q1q2...qm, то r1r2...rk ⋮ q1, а значит, r1 ⋮ q1 или r2...rk ⋮ q1, итд. ∎

4. Факториально не значит евклидово
Пример: C[t1, t2, ..., tk].

5. p–показатели и лемма об уточнении степени
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νp(xmp − 1) = νp(xm − 1) + 1 при условии, что νp(xm − 1) > 1 или p > 2.
◻ Индукцией из разложения xmp − 1 = (xm − 1)(xm(p−1) + xm(p−2) + ... + xm + 1). ∎

6. Постулат Бертрана
Для любого n ∈ N в множестве {n + 1, ...,2n − 1,2n} есть простое число.
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V числа 2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4001 простые.

Обобщение для больших чисел
∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 в промежутке (n,n + εn] есть простое число.
◻ Следует из закона распределения простых чисел. ∎
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Закон распределения простых чисел (Адамар и де ла Валле-Пуссен, 1896 г.)
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