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Теорема ван дер Вардена

Найдётся такое число vdWh(N) ∈ N, что из любой
арифметической прогрессии длины vdWh(N),
покрашенной в h цветов, можно выбрать
одноцветную подпрогрессию длины N .
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Общая теорема ван дер Вардена

Пусть на n-мерной целочисленной решётке дана
фигура ℳ; найдётся число vdWh(ℳ) ∈ N, такое
что при любой раскраске n-мерного куба

vdWh(ℳ)× vdWh(ℳ)× . . .× vdWh(ℳ)⏟  ⏞  
n

в h цветов в этом кубе найдется одноцветная
фигура ℳ′, получающаяся из фигуры ℳ
композицией гомотетии с натуральным
коэффициентом и сдвига на вектор с
натуральными координатами.
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Действие – 1

G1 = {ℋk
P ,P ∈ Qn, k ∈ Q, k > 0}∪{T−→v ,

−→v ∈ Qn}.

G1 : 2Q
n
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Действие – 2

𝒰k
(x0,y0)

: (x , y) ↦→
(︂
x0 + k(x − x0), y0 +

y − y0

k

)︂
,

x0, y0 ∈ Q, k ∈ Q, k > 0

G2 = {𝒰k
P ,P ∈ Q2, k ∈ Q, k > 0} ∪ {T−→v ,

−→v ∈ Q2}.

G2 : 2Q
2

Шарич В.З., mathschool.ru/sharich AdvComb, Одноцветные симплексы на рациональной решётке



Мотивировка
Треугольники на плоскости

Симплексы в произвольной размерности
Перспективы

Действие – 3

𝒰kx ,ky ,...,kz
(x0,y0,...,z0)

:
(x , y , ..., z)

↓
(x0 + kx(x − x0), y0 + ky (y − y0), ..., z0 + kz(z − z0))

G3 =

⎧⎨⎩𝒰kx ,ky ,...,kz
P ,

P ∈ Qn,
kx , ky , ..., kz ∈ Q,
kx , ky , ..., kz > 0,
kx · ky · ... · kz = 1

⎫⎬⎭∪{T−→v ,
−→v ∈ Qn}

G3 : 2Q
n
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Стандартный симплекс

Симплекс вида

(x0, y0, ..., z0),
(x0 + a, y0, ..., z0),
(x0, y0 + b, ..., z0),

...,
(x0, y0, ..., z0 + c),

где x0, y0, ..., z0, a, b, ..., c ∈ Q, a, b, ..., c > 0.
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Двумерный случай

Шарич В.З., mathschool.ru/sharich AdvComb, Одноцветные симплексы на рациональной решётке



Мотивировка
Треугольники на плоскости

Симплексы в произвольной размерности
Перспективы

Аперитив

При любой раскраске Q2 в конечное число цветов
найдётся одноцветный стандартный треугольник
заданной положительной рациональной площади.
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Косой дождь
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Вложенность косых дождей

Для любого ℓ в слоях косого дождя длины
L = f (ℓ) содержится косой дождь длины ℓ.

Кстати, f (t) = t!t + 1.
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косой дождь длины 19, в слоях которого косой дождь длины 3
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Достаточно большие косые дожди

f (t) = t!t + 1.

SR(h):
SR(1) = 2,

SR(h) = vdWh(f (SR(h − 1))) (h ≥ 3).
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Где искать треугольник

Если все точки косого дождя длины SR(h)
покрашены в h цветов, то в этом косом дожде
содержится одноцветный стандартный
треугольник площади 1/2.
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Многомерный случай

Шарич В.З., mathschool.ru/sharich AdvComb, Одноцветные симплексы на рациональной решётке



Мотивировка
Треугольники на плоскости

Симплексы в произвольной размерности
Перспективы

Главное блюдо с гарниром

При любой раскраске Qn в конечное число цветов
найдется бесконечно много одноцветных
стандартных симплексов одинакового цвета и
заданного положительного рационального объема.
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Многомерный косой дождь

n-мерный косой дождь длины ℓ ∈ N с шагом
(sy , ..., sz) ∈ Qn−1 и началом в (x0, y0, ..., z0) ∈ Qn:

I основание:

(x0, y0, ..., z0)+{0}×{0, sy , 2sy , ..., (ℓ−1)sy}×. . .×{0, sz , 2sz , ..., (ℓ−1)sz};

I слои:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︂
x0 +

1
w · sy · . . . · sz

, y0 + 𝜅y sy , ..., z0 + 𝜅zsz

)︂
,

w ∈ {1, 2, ..., (ℓ− 1)n−1},
0 ≤ 𝜅y , ..., 𝜅z ≤ ℓ− 1,

(ℓ− 1 − 𝜅y ) · . . . · (ℓ− 1 − 𝜅z) ≥ w

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
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Вложенность косых дождей

Всякий n-мерный косой дождь длины L = Fn(ℓ)
содержит в своих слоях n-мерный косой дождь
длины ℓ.

Кстати, Fn(t) = ((t − 1)n−1 + 1)! · t + 1.
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Достаточно большие косые дожди

Fn(t) = ((t − 1)n−1 + 1)! · t + 1.

ℳd(ℓ) = {0, 1, ..., ℓ− 1}d

SRn(h):
SRn(1) = 2,

SRn(h) = vdWh(ℳn−1(Fn(SRn(h − 1)))) (h ≥ 2).
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Где искать симплекс

В любом n-мерном косом дожде со стороной
SRn(h), покрашенном в h цветов, cуществует
одноцветный стандартный симплекс объема 1/n.
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Перспективы

(x0 + 𝜀xa, y0 + 𝜀yb, ..., z0 + 𝜀zc),
𝜀x , 𝜀y , ..., 𝜀z ∈ {0, 1}, a · b · . . . · c = V

G4 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝒰

kn−1,
1
k , ...,

1
k⏟  ⏞  

n−1

P , k ∈ Q, k > 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭∪{T−→v ,
−→v ∈ Qn}
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