
Çà÷åòíàÿ îëèìïèàäà

Ñäà÷à çàäà÷ � óñòíàÿ. Çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ñäàííîé, åñëè â ðåøåíèè íå îáíàðó-

æåíî èçúÿíîâ. Êîëè÷åñòâî ïîïûòîê ïî êàæäîé çàäà÷å íå îãðàíè÷åíî, åñëè ïðè

êàæäîé íîâîé ïîïûòêå åñòü ïðîäâèæåíèå. Â ðàìêàõ êàæäîé òåìû çàäà÷è ñóáú-

åêòèâíî óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ñëîæíîñòè.

Àëãåáðà

1. x1 � âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 + ax + b = 0, x2 � âåùåñòâåííûé
êîðåíü óðàâíåíèÿ x2−ax−b = 0. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå x2+2ax+2b = 0 èìååò
âåùåñòâåííûé êîðåíü, çàêëþ÷¼ííûé ìåæäó x1 è x2. (a è b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà).

2. Ðàññìîòðèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = x2 + px + q, êîòîðûå ïåðåñåêàþò îñè
êîîðäèíàò â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îêðóæíîñòè, îïèñàííûå
îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

3. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû Ck
x = x(x− 1) · · · (x− k + 1)

/
k!, k = 0, 1, 2, . . . . Äî-

êàæèòå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí P (x) 6≡ 0, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Z âûïîëíåíî
P (x) ∈ Z, åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

P (x) = anC
n
x + an−1C

n−1
x + · · ·+ a0, an 6= 0, an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ Z .

4. Ïóñòü a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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Ãåîìåòðèÿ

5. Äâå õîðäû îêðóæíîñòè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿ-
íèå îò òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ äî öåíòðà îêðóæíîñòè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ
ñåðåäèíàìè.

6. Òðè îêðóæíîñòè S1, S2 è S3 ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òðåõ ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé
S1 è S2 ñ äâóìÿ äðóãèìè òî÷êàìè êàñàíèÿ, ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü S3 â òî÷êàõ,
ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè åå äèàìåòðà.

7. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè O âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îïó-
ùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû OA′, OB′, OC ′ íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC è ïåðïåíäè-
êóëÿðû OA′′, OB′′, OC ′′ íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ êàñàíèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî OA′ ·OB′ ·OC ′ = OA′′ ·OB′′ ·OC ′′.

8. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà åãî ñòîðîíå AB âûáèðàåòñÿ òî÷êà P è ÷åðåç íåå
ïðîâîäÿòñÿ ïðÿìûå PM è PN , ïàðàëëåëüíûå AC è BC ñîîòâåòñòâåííî (òî÷êè M
è N ëåæàò íà ñòîðîíàõ BC è AC); Q � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé òðåóãîëüíèêîâ APN è BPM . Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå PQ ïðîõîäÿò ÷åðåç
ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.



Òåîðèÿ ÷èñåë

9. Ïóñòü a1, a2, a3, . . . , a2n è b1, b2, b3, . . . , b2n � äâà íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ïîëó÷åííûõ íåêîòîðûìè ïåðåñòàíîâêàìè èç íàáîðà 1, 2, 3, . . . , 2n. Äîêàæèòå, ÷òî
êàêèå-íèáóäü äâà èç ÷èñåë a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3, . . . , a2n + b2n äàþò ïðè äåëåíèè
íà 2n îäèíàêîâûå îñòàòêè.

10. Ìîæíî ëè çàïèñàòü ïî êðóãó ÷èñëà 1, 2, . . . , 12 òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ òðåõ
ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë a, b, c ÷èñëî b2 − ac äåëèëîñü íà 13?

11. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè 2015 êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì èëè íåâû÷åòîì ïî ìî-
äóëþ 37.

12. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p > 3. Ïîëîæèì n = (22p − 1)/3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
(2n − 2)/n öåëîå.

Êîìáèíàòîðèêà

13. Ïëàí ãîðîäà èìååò ñõåìó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê 5 × 10
êëåòîê. Íà óëèöàõ ââåäåíî îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå: ðàçðåøàåòñÿ åõàòü òîëüêî
âïðàâî è ââåðõ. Ñêîëüêî åñòü ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòîâ, âåäóùèõ èç ëåâîãî íèæíåãî
óãëà â ïðàâûé âåðõíèé?

14. Ñêîëüêî ðàöèîíàëüíûõ ñëàãàåìûõ ñîäåðæèòñÿ â ðàçëîæåíèè (
√
2+ 3
√
3)100?

15. Â êëàññå 25 ó÷åíèêîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ïåðåñåñòü òàê, ÷òîáû
íè îäèí ó÷åíèê íå ñåë íà ñâî¼ ìåñòî?

16. Ïóñòü p(n) � êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ÷èñëà n. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

p(0) + p(1)x+ p(2)x2 + . . . = (1− x)−1(1− x2)−1(1− x3)−1 . . .

(Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî p(0) = 1.)

Èíòåðåñíàÿ çàäà÷à

17. Äàíî ìíîæåñòâîM èç 133 ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ìîæ-
íî âûáðàòü 133 k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâM òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ïåðåñåêàëèñü
ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó.

Ïîäñêàçêà. Ýòî êîìáèíàòîðíîå ñâîéñòâî íåêîòîðîé êîíñòðóêöèè, â êîòîðîé
îäíîâðåìåííî çàäåéñòâîâàíû è àëãåáðà, è ãåîìåòðèÿ, è òåîðèÿ ÷èñåë. Íå ïûòàéòåñü
ðåøèòü çàäà÷ó ¾íàïðîëîì¿.


