
Àëãåáðà

Êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû

1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xOy ïîñòðîåíà ïàðàáîëà y = x2. Çàòåì íà÷à-
ëî êîîðäèíàò è îñè ñò¼ðëè. Êàê èõ âîññòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
(èñïîëüçóÿ èìåþùóþñÿ ïàðàáîëó)?

2. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû x2 + p1x + q1 è x2 + p2x + q2 èìåþò
âåùåñòâåííûå êîðíè, ïðè÷¼ì ìåæäó äâóìÿ êîðíÿìè êàæäîãî èç íèõ ëåæèò êîðåíü
äðóãîãî, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ÷èñåë p1, p2, q1 è q2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(q1 − q2)
2 + (p1 − p2)(p1q2 − p2q1) < 0.

3. Îïðåäåëèòå min
p,q∈R

max
x∈[−1,1]

∣∣x2 + px+ q
∣∣.

Ìíîãî÷ëåíû

4. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêèå ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
a1, a2, . . . , a10, ÷òî óðàâíåíèå

(x− a1) · (x− a2) · · · (x− a10) = (x+ a1) · (x+ a2) · · · (x+ a10)

áóäåò èìåòü ðîâíî 5 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé.

5. Ïðî ìíîãî÷ëåí P (x) èçâåñòíî, ÷òî ∀t P (cos t) = P (sin t). Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Q(x), òàêîé ÷òî

P (x) = Q(x2 − x4).

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

6. Íàéäèòå âñå f : R → R, óäîâëåòâîðÿþùèå f(x) · f(y) = f(x − y) äëÿ âñåõ
x, y ∈ R .

7. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : Q→ Q, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

f(1) = 2 è ∀x, y ∈ Q f(xy) = f(x)f(y)− f(x+ y) + 1.

Íåðàâåíñòâà

8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ a1 + a2 + · · ·+ an = b1 + b2 + · · ·+ bn = S. Äîêàæèòå, ÷òî

a21
a1 + b1

+
a22

a2 + b2
+ · · ·+ a2n

an + bn
>

S

2
.

9. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c, d äîêàæèòå
a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
> 2.
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