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Îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â ñåãìåíòû

Çàäà÷è è ïóíêòû äëÿ ñäà÷è ïîìå÷åíû •.

Òåîðåìà Âèêòîðà Òåáî1

1. (âîñïîìèíàíèÿ èç íà÷àëüíîé øêîëû) Äàíà îêðóæíîñòü. ×åðåç òî÷êó N âíóò-
ðè ýòîé îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó íèìè
ðàâåí ïîëóñóììå äóã, âûñåêàåìûõ ïðÿìûìè èç îêðóæíîñòè. À ÷òî ìîæíî ñêà-
çàòü, åñëè òî÷êà N âíå îêðóæíîñòè? À ïðî óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé?

2. (ëåììà Àðõèìåäà) Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà õîðäà AB. Äðóãàÿ îêðóæíîñòü
êàñàåòñÿ îòðåçêà AB â òî÷êåK è îêðóæíîñòè â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ
KL ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó äóãè, äîïîëíÿþùåé äóãó ALB äî îêðóæíîñòè.

3. (ëåììà î òðåçóáöå) Ñåðåäèíà äóãè BC (íå ñîäåðæàùàÿ òî÷êè A) îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíîóäàëåíà îò B, C è öåíòðà âïèñàííîé
îêðóæíîñòè..

4. Ïîäñêàçêè.
(a•) Äàí òðåóãîëüíèê ABC è ïðÿìàÿ CD (òî÷êè D è B ëåæàò â ðàçíûõ
ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC). Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïè-
ñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàåòñÿ ïðÿìîé CD, åñëè è òîëüêî åñëè
∠ABC = ∠ACD.
(b•) Ïóñòü AC � õîðäà îêðóæíîñòè. B1 � ñåðåäèíà äóãè AC. Ïðÿìàÿ, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç B1, ïåðåñåêàåò AC â òî÷êåK è îêðóæíîñòü â òî÷êå N . Äîêàæèòå,
÷òî B1K ·B1N = B1C

2.
(c•) Ïóñòü I � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC. B1 � ñå-
ðåäèíà äóãè AC îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç B1, ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå K è îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â
òî÷êå N . Äîêàæèòå, ÷òî ∠BIN = ∠IKN .

5.• (ëåììà î ñåãìåíòå) Ïóñòü D � òî÷êà íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC.
Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ îòðåçêîâ BD, DC è îêðóæíîñòè, îïè-
ñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïóñòü M è K � òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé îêðóæ-
íîñòè ñ BD è DC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ MK ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó I � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.

6.• (òåîðåìà Âèêòîðà Òåáî) Ïóñòü ABC � ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê. D � ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà íà ñòîðîíå AC. I1 � öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ îò-
ðåçêîâ AD, BD è îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè. I2 �
öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ îòðåçêîâ CD, BD è îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè. Òîãäà îòðåçîê I1I2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó I �
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öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, è ïðè ýòîì îòíîøåíèå
I1I : II2 = tg2 ϕ/2, ãäå ϕ = ∠BDA.

Çàäà÷è

7.• Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà õîðäà. Â îáà îáðàçîâàâøèõñÿ ñåãìåíòà âïèñàíû îêðóæ-
íîñòè. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé ñ äàííîé
è õîðäîé ïîâòîðíî ïåðåñåêàþò äàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå,
÷òî AB � äèàìåòð äàííîé îêðóæíîñòè.

8.• Â òðåóãîëüíèêå ABC (AB < BC) òî÷êà I �öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè,
M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC, N � ñåðåäèíà äóãè ABC îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî ∠IMA = ∠INB. (IV ýòàï Âñåðîññèéñêîé, 9 êëàññ, 2005)

9.• Íà äóãàõ AB è BC îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, âû-
áðàíû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè K è L òàê, ÷òî ïðÿìûå KL è AC ïàðàëëåëüíû.
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABK è CBL
ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû äóãè ABC. (V ýòàï Âñåðîññèéñêîé, 10 êëàññ, 2006)

10.• Áèññåêòðèñû óãëîâ A è C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ A0 è C0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ïàðàëëåëüíî
ñòîðîíå AC, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé A0C0 â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ
PB êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. (IV ýòàï Âñåðîññèé-
ñêîé, 9 êëàññ, 2006)

11.• Íà äèàìåòðå AB îêðóæíîñòè S âçÿòà òî÷êàK è èç íåå âîññòàíîâëåí ïåðïåíäè-
êóëÿð, ïåðåñåêàþùèé S â òî÷êå L. Îêðóæíîñòè SA è SB êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè
S, îòðåçêà LK è äèàìåòðà AB, à èìåííî, SA êàñàåòñÿ îòðåçêà AK â òî÷êå A1,
SB êàñàåòñÿ îòðåçêà BK â òî÷êå B1. Äîêàæèòå, ÷òî ∠A1LB1 = 45◦.

12.• Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí CA è CB òðåóãîëüíèêà ABC, à
òàêæå êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ îòðåçêîâ AP , CP è îïèñàííîé îêîëî ýòî-
ãî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè ðàâåí ðàäèóñó âïèñàííîé â ýòîò òðåóãîëüíèê
îêðóæíîñòè. (Ñîðîñîâñêàÿ îëèìïèàäà, 1998)


