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Îïðåäåëåíèå

Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê è

ñîåäèíÿþùèõ èõ ëèíèé. Òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, à ëèíèè �

ðåáðàìè.
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Îïðåäåëåíèå

Äâà ðåáðà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ

âåðøèíó.

Äâà ðåáðà íàçûâàþòñÿ êðàòíûìè, åñëè îíè ñîåäèíÿþò îäíó è òó

æå ïàðó âåðøèí.

Ðåáðî íàçûâàåòñÿ ïåòëåé, åñëè åãî êîíöû ñîâïàäàþò.

Ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàþò êîëè÷åñòâî ðåáåð, äëÿ êîòîðûõ îíà

ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé (ïðè ýòîì ïåòëè ñ÷èòàþò äâàæäû).

Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì

íè äëÿ îäíîãî ðåáðà.

Îïðåäåëåíèå

Ãðàô áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì.
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Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ

Â ëþáîì ãðàôå ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó

ðåáåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû ãðàôà,

òî ïðè ïîäñ÷åòå ñóììû ñòåïåíåé âåðøèí ìû ó÷òåì ýòî ðåáðî äâàæäû;

åñëè æå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, òî ïðè ïîäñ÷åòå ñóììû ñòåïåíåé

âåðøèí ìû òàêæå ó÷òåì åãî äâàæäû (ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè

âåðøèíû).

Èç ëåììû î ðóêîïîæàòèÿõ ëåãêî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò.

Ñëåäñòâèå

Â ëþáîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî.
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Ïðèìåð

Ìîæåò ëè â ãîñóäàðñòâå, â êîòîðîì èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò 3

äîðîãè, áûòü ðîâíî 100 äîðîã?

Ðåøåíèå. Åñëè â ãîñóäàðñòâå k ãîðîäîâ, òî äîðîã � 3k/2. Ýòî ÷èñëî íå

ìîæåò áûòü ðàâíî 100.

Îòâåò. Íå ìîæåò.
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Ïðèìåð

Êàæäûé èç 102 ó÷åíèêîâ îäíîé øêîëû çíàêîì íå ìåíåå, ÷åì ñ 68

äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ ÷åòâåðî, èìåþùèå

îäèíàêîâîå ÷èñëî çíàêîìûõ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ÷èñëà îò 68 äî

101 èìååòñÿ íå áîëåå òðåõ ÷åëîâåêà, èìåþùèå òàêîå ÷èñëî çíàêîìûõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ ðîâíî 34 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ 68

è çàêàí÷èâàÿ 101, à 102 = 34 · 3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà

îò 68 äî 101 åñòü ðîâíî òðè ÷åëîâåêà, èìåþùèå òàêîå ÷èñëî çíàêîìûõ.

Íî òîãäà êîëè÷åñòâî ëþäåé, èìåþùèõ íå÷åòíîå ÷èñëî çíàêîìûõ,

íå÷åòíî. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóòåì (èëè öåïüþ) â ãðàôå íàçûâàþò êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âåðøèí, â êîòîðîé êàæäàÿ âåðøèíà (êðîìå ïîñëåäíåé) ñîåäèíåíà ñî

ñëåäóþùåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí ðåáðîì.

Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì íàçûâàþò ïóòü, â êîòîðîì ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû

ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå

Ïóòü (èëè öèêë) íàçûâàþò ïðîñòûì, åñëè ðåáðà â íåì íå ïîâòîðÿþòñÿ.
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Åñëè â ãðàôå ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóòåì, òî òàêîé ãðàô

íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.

Îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà òàêîå, ÷òî êàæäûå äâå

âåðøèíû ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ñîåäèíåíû ïóòåì, à íèêàêàÿ äðóãàÿ

âåðøèíà íå ñîåäèíåíà íè ñ êàêîé âåðøèíîé ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

Êàæäîå òàêîå ïîäìíîæåñòâî (âìåñòå ñî âñåìè ðåáðàìè èñõîäíîãî

ãðàôà, ñîåäèíÿþùèìè âåðøèíû ýòîãî ïîäìíîæåñòâà) íàçûâàåòñÿ

êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè.
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Ïðèìåð

Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ñ n âåðøèíàìè, ñòåïåíü êàæäîé èç êîòîðûõ íå

ìåíåå
n − 1

2
,� ñâÿçåí.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûõ âåðøèíû è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

îíè íå ñîåäèíåíû ïóòåì. Êàæäàÿ èç ýòèõ äâóõ âåðøèí ïî óñëîâèþ

ñîåäèíåíà íå ìåíåå, ÷åì ñ
n − 1

2
äðóãèìè; ïðè ýòîì âñå ýòè âåðøèíû

ðàçëè÷íû (åñëè êàêèå-òî äâå èç íèõ ñîâïàäàþò, òî åñòü ïóòü,

ñîåäèíÿþùèé èñõîäíûå âåðøèíû). Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå íå ìåíåå
n − 1

2
+

n − 1

2
+ 2 = n + 1 âåðøèíû. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïðèìåð

Â ñòðàíå èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò 100 äîðîã è îò ëþáîãî ãîðîäà

ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Îäíó äîðîãó çàêðûëè íà ðåìîíò.

Äîêàæèòå, ÷òî è òåïåðü îò ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî

äðóãîãî.

Ðåøåíèå. Åñëè çàêðûòà äîðîãà AB , òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî è

ïîñëå ýòîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ èç A â B . Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó

ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó A. Åñëè â ýòîé êîìïîíåíòå íåò

âåðøèíû B , òî â ýòîé êîìïîíåíòå âñå âåðøèíû êðîìå A èìåþò ÷åòíóþ

ñòåïåíü. Íî íàëè÷èå ðîâíî îäíîé âåðøèíû ñ íå÷åòíîé ñòåïåíüþ

ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ èç ëåììû î ðóêîïîæàòèÿõ.
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Ïðèìåð
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Çàäà÷à î êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ

Ãîðîä Êåíèãñáåðã (íûíå Êàëèíèíãðàä) ðàñïîëîæåí íà áåðåãàõ ðåêè

Ïðåãåëü è äâóõ îñòðîâàõ íà ýòîé ðåêå. ×àñòè ãîðîäà ñîåäèíåíû

ìîñòàìè. Ñïðàøèâàåòñÿ, ìîæíî ëè, âûéäÿ èç êàêîé-íèáóäü òî÷êè

ãîðîäà, ïðîéòè ïî êàæäîìó ìîñòó ðîâíî îäèí ðàç è âåðíóòüñÿ â

èñõîäíóþ òî÷êó.

Òðóøèí Áîðèñ Âèêòîðîâè÷ Ãðàôû èþëü 2013 ã. 11 / 14



Îáúåêòàìè â äàííîé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè ãîðîäà, à ñâÿçÿìè �

ìîñòû. Ïîýòîìó ýòîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé ãðàô:

Çàäà÷à î êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ ýêâèâàëåíòíà âîïðîñó î òîì, ìîæíî

ëè �îáîéòè� äàííûé ãðàô, ïðîéäÿ ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî îäèí ðàç è

âåðíóâøèñü â èñõîäíóþ âåðøèíó, òî åñòü ñóùåñòâóåò ëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð ãðàôà ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ðåáðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó;

ïîñëåäíåå ðåáðî èìååò îáùóþ âåðøèíó ñ ïåðâûì;

êàæäîå ðåáðî ãðàôà âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðîâíî

îäèí ðàç.
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Îïðåäåëåíèå

Ýéëåðîâûì ïóòåì íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ïóòü, ñîäåðæàùèé âñå

ðåáðà.

Ýéëåðîâûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âñå

ðåáðà.

Ýéëåðîâûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì åñòü ýéëåðîâ

öèêë.

Òåîðåìà (Ýéëåð)

Ãðàô áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îí ñâÿçåí è ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ÷åòíû.

Òðóøèí Áîðèñ Âèêòîðîâè÷ Ãðàôû èþëü 2013 ã. 13 / 14



Îïðåäåëåíèå
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Îïðåäåëåíèå

Ãàìèëüòîíîâûì ïóòåì íàçûâàåòñÿ ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç

êàæäóþ âåðøèíó ðîâíî îäèí ðàç.

Ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç

êàæäóþ âåðøèíó ðîâíî îäèí ðàç.

Ãàìèëüòîíîâûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì åñòü

ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Òåîðåìà (Îðå)

Ïóñòü äàí îáûêíîâåííûé ñâÿçíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé n > 2 âåðøèí,

òàêîé ÷òî ñóììà ñòåïåíåé ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ âåðøèí íå ìåíüøå,

÷åì n. Òîãäà ãðàô ãàìèëüòîíîâ.
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Îïðåäåëåíèå
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