Десятичные дроби
В.В. Вавилов
Вся школьная жизнь пропитана решениями задач и их обсуждениями: обычные занятия, контрольные работы, зачеты и экзамены, олимпиады и конкурсы решения задач, кружки, собственные исследования школьников и т.д. Наряду с традиционными формами организации учебных занятий и контроля за их эффективностью у нас в школе довольно часть используется также еще одна – математический коллоквиум (беседа). 
Все учащиеся без исключений в моих классах должны сдать (все по желанию; не пожелал – «два» в журнал) несколько тематических списков задач на соответствующем коллоквиуме (как правило, 2-3 в учебный семестр), предъявив тетрадь с полными записями решений задач и доказательствами теорем. При этом, неукоснительным требованием является система оформления: четкие чертежи (выполненные циркулем и линейкой с применением различных цветов), полнота аргументации в решениях задач, ясные ссылки на теоремы и ранее решенные задачи. Если есть возможность проводить такие коллоквиумы за основной сеткой уроков, то мы проводим их там, а если ее нет, то они проводятся во время обязательных часов. Эта система довольно эффективна, так как на такой коллоквиум нужно прийти с тщательно продуманными и оформленными записями (что само по себе уже важно), не тратится время на подробный разбор домашних заданий в классе (при такой схеме – обычных домашних заданий практически нет), школьники привыкают к «писанию и чистописанию», а индивидуальная беседа с учителем по решенным и нерешенным задачам приносит огромную и неоценимую пользу обучающемуся. Еще один важный плюс при такой схеме контроля состоит в том, что нет особой нужды в текущем опросе учащихся с выставлением оценки, что сильно экономит драгоценное время на текущих занятиях. Мнение о том, что для сдачи коллоквиума школьники занимаются списыванием друг у друга не выдерживает серьезной критики, да мы и не препятствуем взаимным консультациям учащихся; опытный учитель всегда легко оценит качество изученного материала и практически всегда определит реальные источники написанных решений задач. Проблема домашних заданий, а точнее, их выполнения, также во многом упрощается и решается.

Организационно все проходит следующим образом. Начиная новую тему, учащиеся получают на руки довольно обширный список задач. Часть этого списка выносится учителем на текущие занятия, а часть предназначается для коллоквиума. Для подготовки к коллоквиуму отводится, как правило, 2 недели. Для приема работ у учащихся во время коллоквиума мы приглашаем студентов и аспирантов механико-математического факультета МГУ, работой которой руководит ведущий преподаватель.  Учащемуся выставляется оценка по пятибалльной системе; имеется всего две попытки, но при повторной сдаче коллоквиума отличная оценка не ставится.

Для примера в этой статье мы помещаем тематический список задач, посвященный рациональным числам и их представлением бесконечными периодическими десятичными дробями. Здесь требуются небольшие пояснения. Дело в том, что иногда (но не всегда) курс математического анализа в десятых классах начинается темой «Действительные числа». Если необходимые построения делать более или менее строго, то соответствующие занятия довольно скучны для большинства учащихся. А начинать курс (с нашими новичками) следует «за здравие», чтобы не потерять тот неподдельный интерес к изучению математики, который проявляют поначалу все поступившие к нам в школу. Поэтому на семинарские занятия и на первый коллоквиум выносится тема, пограничная между анализом, алгеброй и теорией чисел.  На трех одночасовых лекциях (во время изучения темы) учащимся доказываются только основные теоремы: о конечных десятичных дробях, о длине периода бесконечной десятичной дроби, о длине периода суммы и произведения двух бесконечных десятичных периодических дробей.  Ниже приведен список из  35  задач; для коллоквиума были выделены десять задач, а остальные решались на текущих занятиях или задавались на дом. Чтобы показать деятельность самих учащихся при подготовке коллоквиума мы решили просто поместить фотокопию работы десятиклассника Дмитрия Веселина, (ныне студента МГУ), которая была выполнена в сентябре 2004 года. 
Рациональные числа и периодические десятичные дроби

Условные обозначения:



(a,b) = НОД(a;b),  [a,b] = НОК(a;b)



(a,b) = 1 –  числа a и  b взимно просты, т.е. не имеют общих делителей, отличных от 1.

а| b – a  делит b.

[x] – целая часть числа х,  {x} = x – [x] – дробная часть числа х.

Т(n) – длина периода десятичного разложения дроби 1/n

1. Найти первые три цифры после запятой в десятичном представлении частного чисел 0,1234567891011…495051 и 0,515049…1110987654321.
Ответ: 0,239 (на первые цифры частного влияют лишь несколько первых цифр делителя и делимого).

2. Доказать, что десятичное разложение  числа 1/2n имеет ровно n цифр.


Указание: используйте метод математической индукции.

3. Найти все натуральные n, для каждого из которых 


а)  обе дроби 1/n   и  1/(n+1),


b) дробь (3n+1)/n(2n-1)

имеют конечные десятичные разложения.
Ответ:  a) n=1; n=4; б) n = 1. Указание: б) Заметим, что числа n и 3n +1 взаимно просты, а общим делителем 3n+1 и 2n-1 могут быть только 5: если3n+1 = da, 2n-1 = db, то d(2a-3b)=2(3n+1) – 3 (2n-1) = 5. Следовательно данную дробь р можно сократить только на 5. После сокращения дробь не может иметь делителей отличных от 2 и 5 (так как она конечная десятичная); поэтому n = 2k, 2n-1 =5m  числа k и m удовлетворяют уравнению 2k+1 = 5m +1. Отсюда  находим, что m = 0, n =1. 

4. Разгадать числовой ребус (вместо каждой звездочки нужно поставить одну из цифр):

******   |  ***

***         |  ****,****

     ***

     ***

       ***

       ***

         ***

         ***

             ****

             ****

                   0


Ответ: 631938 : 625 = 1011,1008. Указание: Три нуля внизу показывают, что последнее четырехзначное число (в столбике) делится как на 625, так и на 1000. Следовательно, оно разлагается в произведение следующих множителей: 5,5,5,2,2,2,х, где х – число меньшее 10. У трехзначного делителя по крайней мере один из составляющих его множителей должен равняться 5. Следовательно, последняя цифра делителя равна 5 или 0. Вычитание из единственного нуля незадолго до конца показывает, что она равна 5. Отсюда следует, что последнее число в столбике равно 5000. Делитель не содержит 2 (иначе он не оканчивался бы на 5); следовательно последняя цифра частного должна равняться 8 = 23, делитель равен 625, а х представляет собой четвертую пятерку.

5. Доказать, что дроби
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имеют  чисто периодические десятичные разложения.
Указание: Воспользуйтесь тем, что десятичное представление дроби m/n является чисто периодическим, если выполнены следующие условия: 1) она несократима; 2) (n,10)=1. Для проверки выполнения этих условий последовательно рассмотрите числа вида 
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6. Найти представления в виде периодических десятичных дробей следующих чисел


а) 4/9, 1/7, 2/7, 7/30;


b) 10/81, 1/41, 1/4649, 1/13, 1/49.

Ответ: а)  0,(4); 0,(142857); 0,(285714); 0,2(3);   б) 0,(123456790); 0,(02439); 0,(0002151); 0,(076923); 0,(020408163265306122448979591836734693877551).
7. Найти 100-ю цифру после запятой в десятичном разложении чисел

1/7, 1/31, 19/93.

Ответ: а) 4; б) 5; в) 2.


8. Доказать, что десятичное разложение числа 1/3n имеет период длины 3n - 2, n ( 2.


Указание: Воспользуемся индукцией. При n = 2 это верно: 1/9 = 0,(1). Пусть теперь
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где Аn не делится на 3. Тогда
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где An+1 не делится на 3; поэтому 1/3n+1  имеет длину периода 3n-1.

9. Найти все натуральные n < 31 , для каждого из которых десятичное разложение числа n/31 имеет те же цифры, что и период десятичного разложения числа 1/31.

Ответ: n = 1,2,4,5,7,8,9,10,14,16,18,19,20,25,28. Указание: Используйте то, что  период дроби m/n имеет те же цифры в периоде, что и дробь 1/n, если m имеет такой же остаток от деления на n, что и 10k , причем искомый период получается из периода дроби 1/n перестановкой первых k цифр из начала в конец.


10. Найти шестизначное число, которое при умножении на числа 2,3,4,5,6 являются шестизначными числами и все они имеют такие же цифры, что и исходное число, но в другом порядке.

Ответ: 142857. Указание:  Найдите дробь 1/n с периодом 6, в которой при увеличении числителя в 2,3,4,5,6 раз период будет состоять из тех же цифр, что и у 1/n.

11. Имеется только два простых числа р, для которых десятичное разложение дроби 1/р имеет период длины 7. Одно из них 1/4649 = 0,(0002151). Найти другое число.
Ответ: p = 239. Указание: Используйте то, что длина периода правильной. несократимой дроби вида m/n  - это наименьшее натуральное число s, такое что 
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12. Пусть n – натуральное число,   0 < n < 73. Доказать, что десятичное разложение дроби  n/73 не содержит двух подряд идущих одинаковых цифр.

Указание: При делении столбиком каждая последующая цифра  равна 
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, где n – знаменатель дроби, r – остаток от предыдущего деления. Далее можно рассмотреть возможные варианты промежуточных остатков при делении «столбиком» и естественные ограничения, при которых они существуют. 

13. Найти знаменатель обыкновенной дроби 1/n,  десятичное разложение которой имеет период длины 2.

Ответ: n =11, 33 и 99 – делители числа 99, не делящие 9.


14. Пусть m, n – натуральные числа,  m ( n. Доказать, что десятичное разложение дроби 

a) 1/(10n –1) имеет период длины n;

b) (10m – 1)/(10n – 1) имеет период длины n, 1 ( m < n.

Ответ: а) 1/(10n -1) = 0,(0…01) c n знаками в периоде; б) (10m -1)/(10n -1 ) = 0,(00…099…9) c n-m нулями и m девятками.
15. Пусть Т(k) – длина периода десятичного разложения дроби 1/k.

Доказать, что 

а) T([m,n]) = [T(m),T(n)];

b) T((m,n)) делит (T(m),T(n)).

Указание. В основу доказательств можно положить следующие утверждения:
У1. Для любой несократимой дроби p/q, десятичная запись которой имеет период длины t и предпериод длины τ , знаменатель q является делителем числа 10τ (10t -1).
У2. Если (m,l)=(n,k) = 1, то [mn,kl] = [m,k]([n,l] , (mn,kl)=(m,k)((n,l),  (km,kl) = k.

У3. (10n-1,10m-1) =10(n,m) -1, (10n-1,10m) = 1 , число 10n-1 делит 10m-1 тогда и только тогда, когда   n  делит m,  [10n-1,10m-1] делит  10[n,m] -1.
Из У1 следует, что [m,n] делит 10τ(10t-1), где t = T([m,n]), а так как  m делит [m,n], то T(n) делит T([m,n]). Аналогично, T(m) делит T([m,n])  и поэтому [T(m),T(n)] делит T([m,n]). Из У1 также следует, что n делит 10τ(10T(m)-1), значит [n,m] делит 10τ[10T(n) -1,10T(m) -1] и делит 10τ(10[T(n),T(m)] -1). Отсюда уже нетрудно завершить доказательство утверждения из п.а). 
Из У1,2,3  следует, что m делит 10τ(10T(m)-1),  n делит 10τ(10T(n)-1). Поэтому (n,m) 10τ(10T(m)-1,10T(m)-1) = 10τ(10(T(m),T(n))-1) и значит T((n,m)) делит (T(m),T(n)).

16. Пусть n и m – натуральные числа. Доказать, что десятичное разложение дроби 
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имеет период длины [m,n].

Указание. Используя оба утверждения из задачи 15 (а также задачу 14) получаем, что
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17. Десятичная бесконечная дробь 0,1360518… образована из последних цифр всей последовательности треугольных чисел. Доказать, что она является периодической дробью.
Указание. Треугольными называются числа вида Tn = n(n+1)/2. Имеем:
Tn+20 – Tn = 10 (2n+21).

Эта разность оканчивается на 0 и поэтому Tn+20  и Tn должны иметь одну и ту же последнюю цифру. 


18. Найти шесть самых маленьких различных натуральных чисел таких, что произведение любых пяти из них есть либо число, кратное оставшемуся, либо оно кратно периоду десятичного разложения обратного к этому оставшемуся числу.

Указание. Если А – период в десятичном представлении числа, обратного к числу а, то все цифры произведения аА – девятки. Так как 99 = 9(11, 999 = 3(9(37, 9999 = 9(11(101, 99999= 9(41(271, 999999 = 3 (7 ( 9 ( 11( 13 ( 37, то числа, участвующие в последнем разложении на простые множители, и являются искомыми наименьшими различными числами. Действительно,
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19. Пусть числа A и  В – периоды десятичных разложений дробей 1/n и 1/m, где n,m – натуральные числа. Найти наименьшие n и m такие, что T(n) = T(m) и (A,B) = 10989.


Указание. По условию mA = nB и (A,B) = 10989 = 33 ( 11( 37. Непосредственным  перебором находим, что искомые наименьшие значения n = 33(11 = 297 и m = 37.

20. Найти последние 1000 цифр числа 1 + 50 + 502 + … + 50999.


Указание.   Данное число можно представить в виде
N = 
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где Р означает выписанную последовательность из 42 цифр, то 

М = 
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где справа набор Р написан 23 раза.


Можно показать, что число  N – M оканчивается на 1000 нулей. Поэтому последние 1000 цифр числа N – те же самые, что и последние 1000 цифр числа М, а именно: рРР…Р, где Р встречается 23 раза, а р – группа из 34 цифр, являющихся последними 34 цифрами числа Р.

21. Решить числовые ребусы (каждая буква обозначает некоторую цифру и различным буквам соответствуют различные цифры):

a) 0,aaa… = (0,bbb…)2;

b) aba/cdc = 0,(fghk);

c) a/bc  = 0,(dea);

d) ab/bc  = 0,(bda) при ab/ bc < 1/ 2;

e) a/b = 0,(cbdaef);

f) bbb/abc = d,(de).

Ответы. a) 0,444… = (0,666…)2;  b) 242/303 = 0,(7986); c) 5/27 = 0,(185);  d)13/37 = 0(351); е) 4/7 = 0,(571428); f) 999/297 = 3,(36).
22. Доказать, что если знаменатель несократимой дроби не превосходит 100, то ее десятичное разложение не может содержать последовательно цифр 1,6,7.

Указание. Предположим, что m/n = a0,a1a2…ak167ak+4… (конечная или бесконечная дробь). Тогда
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где A =10k( a0,a1a2…ak – целое неотрицательное число.  Отсюда следует, что если n ≤ 100, то
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Это невозможно, так как 
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 является целым числом.

23. Каково наименьшее натуральное число n , для которого десятичное разложение дроби  m/n содержит блок 501, т.е.  m/n = А, ….501… .

Ответ. 1/251. Указание. Как и при решении задачи 22 можно показать, что полуинтервал (0; 0,004n] должен содержать целое число. Следовательно, n ≥ 250. Непосредственным делением убеждаемся, что

1/251 = 0,0039840637450199203187250996015936...
24. Доказать, что  если десятичное разложение дроби m/n, 0 < m < n, встречается число 143, то n > 125.

Указание. См. решение задачи 22.
25. Доказать, что период десятичного разложения дроби 1/3100 содержит

а) не менее 20 последовательных равных цифр;

в) последовательность 123456789;

с) любую последовательность из 46 цифр.
Указание. а) Десятичная дробь для данного числа начинается, например, с большой серии нулей (сколько их точно?). 

с) Пусть М = 398. По доказанному в задаче 8, при делении столбиком 1 на число 9М получим десятичную периодическую дробь с длиной периода М, причем в нем встретятся М различных остатков – до тех пор, пока очередной остаток не будет равен 1. Нетрудно показать, что все остатки имеют вид 1,10.19,…, 9М-8, их ровно М, и поэтому все они встретятся в качестве остатков.


Теперь, если  b = 0, b1b2…b46 – любая конечная десятичная дробь и а = b +10-46 .  Разность между числами 9Ма и 9Мb больше 10, поскольку 9M > 1047. Значит, между этими числами найдется число вида 9р + 1. В процессе деления 1 на 9М, начиная с этого остатка 9р+1, будут получены 46 нужных цифр b1 ,b2 …b46, так как b <9р+1< b +10-46.   

26. Число А = 0,1 + 0,02 + 0,003 + … + n 10-n +… записано в виде бесконечной десятичной дроби. Доказать, что в ней не встречаются последовательно цифры 1,9,8,2.


Указание: Данное число является бесконечной периодической дробью 10/81=0,(12345679) и поэтому не содержит даже цифры 8.


Первое утверждение вытекает из того, что 

0,1А  =  0,01 + 0,002 + 0,0003 +….

и

0,9А = 0,1 + 0,01 + 0,001 + 0,0001 +… = 0,1/(1 – 0,1) = 1/9.
27. Рассмотрим десятичные разложения дробей вида

1/p, 1/p2, 1/p3, …, 1/pn  ( p – простое число, отличное от 2 и 5).

Доказать, что в этих разложениях некоторые первые (быть может, одна) будут иметь равные длины периодов и, затем, в этой последовательности разложений, каждая последующее разложение будет иметь период длиннее предыдущего. Например, 1/3 = 0,(3), 1/9 =0,(1), 1/27 = 0,(037), 1/81 = 0,(0123456789), период дроби 1/243 имеет длину 27, а период дроби 1/729 имеет длину 81.


Указание: Число цифр в периодах дробей 1/pn  и 1/pn+1  равно наименьшим целым положительным числам k и l, таким, что 10k – 1 делится на pn , соответственно  10l – 1 делится на pn+1. Поэтому разность
(10l – 1 ) – (10k – 1 ) = 10k(10l-k – 1 )

делится pn  и тем самым 10l-k – 1 делится на pn. Отсюда заключаем (как?), что 10d – 1 делится на pn , где d – наибольший общий делитель чисел l-k и k.  Так как k – наименьшее, то отсюда следует, что d = k и l = km.

Рассмотрим равенство

10l – 1 = 10km – 1 = (10k – 1)(10(m-1)k + 10(m-2)k + … + 10k + 1).

Число 10k – 1 делится на pn, поэтому каждый член суммы дает при делении на pn остаток 1 и, таким образом, вся сумма дает остаток m. Отсюда следует. Что если 10k – 1 не делилось на pn+1, то наименьшее значение l, такое, что 10l – 1 делится на pn+1 равно pk; отметим, что при этом 10рk – 1 делится на p n+1  pn-2 (так как выражение в скобках не делится на р2).


Отсюда и вытекает утверждение задачи. 

28.  Пусть р – простое число, отличное от 5. Доказать, что длина периода десятичного разложения дроби 1/р равна (р-1)/2 или делителю этого числа тогда и только тогда, когда р ( ( 3k(mod40).

Указание. Используйте указание к задаче 35 и малую теорему Ферма.


29. Доказать, что в десятичном разложении дроби 1/р , p > 5 – простое, сумма всех цифр в периоде кратна 9.


Указание. Воспользуйтесь равенством
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где А – период, а ( его длина и признаком деления на 9.


30. Пусть р – простое число и

1/р = 0,(а1а2…ак), к ( 2.


Доказать, что если к = 2m, то
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Указание.  Воспользуйтесь равенством
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где С период, состоящий из 2l цифр. Покажите, что р делит 10l + 1, а число 10l – 1 делит А + В, где А и В – «половинки» периода С; при этом, А + В < 2(10l -1).


31. Дробь p/q не является конечной десятичной дробью и r – остаток от деления числа10p на  q. Доказать. что если p/q = 0,c1c2c3…, то r/q = 0,c2c3c4… 
Указание. Рассмотрите равенство10p = aq + r, r < q, данное по условию.

32. Зная, что 1/19 = 0,(052631578947368421), найти десятичное разложение для дроби 14/19.


Указание. Так число цифр в периоде равно 18, то есть он имеет максимальную возможную длину, то период десятичного разложения для числа 14/19 получается из периода для числа 1/19 циклической перестановкой цифр. Непосредственным делением находим первые две цифры 14/19 = 0,73… . Поэтому 14/19 = 0(736842105263157894).

33. Известно, что длина периода десятичного разложения для дроби 1/59 равна 58. Имеется калькулятор, который все результаты вычислений выдает с шестью верными знаками. Применяя только такой калькулятор найти период этого десятичного разложения.


Указание. Имеем 1/59 = 0,016949... Будем искать целое число а такое, чтобы период десятичной дроби для а/59 начинался с цифр 949; другими словами, такое а, чтобы выполнялось равенство а (0,169… = 0, 949…. Так как а 
[image: image21.wmf]»

 56,15…, то нужно выбрать а = 56. Тогда получаем 56/59 = 0,9449152…. Теперь повторяем то же с числом 0,152. Продолжая в том же духе работать на калькуляторе, окончательно получим (все равенства приближенные):

1/59 = 0,016949, 56/59 = 0,949152, 9/59 = 0,152542, 32/59 = 0,542372, 22/59 = 0,37288, 52/59 = 0,881355, 21/59 = 355932, 55/59 = 0,932203, 12/59 = 0,203389, 23/59 = 0,389830, 49/59 = 0,830508, 30/59 = 0,508474, 28/59 = 0,474576, 34/59 = 0, 576271, 16/59 = 0,271186, 11/59 = 0,186440, 26/59 = 0,44067, 4/59 = 0,067796, 47/59 =0,796610, 36/59 = 0,610169 и процесс закончился.  Итак:

1/59 = 0,(016949525423728813559322033898305084745762711864406779661).
34. а) Найти все простые числа р, для которых десятичные разложения дробей 1/р равны 1,2,3,4,5,6.

b) Определить (составить таблицу) длины периодов десятичных разложений дробей 1/р для всех простых р, 1 < p < 100.

Ответ. а), б): все искомые числа перечислены в таблице:

р     2   3  5  7  11  13  17  19  23  29  31  37  39  41  43  47  53  59  61  67  71  73  79  83  89  97  

(     1   1  1  6   2    6   16  18  22  28  15   3    6     5  21  46  13  58  60  66  70   8   13  82  88  96
35. Пусть р – простое число и десятичное представление дроби 1/р имеет период максимальной длины. Доказать, что р| (10(р-1)/2 +1). 

Показать, что это условие достаточным не является.

Указание. Длина периода, по условию, равна р-1. При этом, р делит 10р-1 – 1 и число (р-1) минимально с таким свойством. Таким образом, р делит произведение
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Так как (р-1)/2 < p, то р не является делителем числа 
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, а это и доказывает нужное утверждение.


Пример, показывающий, что полученное условие только необходимым доставляет число 1/73. Действительно, 104 = (73+27)(73+27) и поэтому остаток от деления 104 на 73 равен остатку от деления 272 = 81(9 = (73+8)(9, то есть равен 72. Следовательно, 104 + 1 делится на 73.

Кроме того, 108 – 1 = (104 + 1)(104 -1) и тем самым 108 -1 делится на 73. Отсюда следует, что число

1036  + 1 =104( 8+4 +1 = 104(10 8(108( 108(108 + 1

делится на 73.

Так как 72 = 8(9 и 73 делит 108 – 1, то длина периода для 12/73 не превосходит 89 и является делителем числа 8. Но 73 не делит 101 -1, 102 -1, 104 -1 и, тем самым, длина периода равна 8.


Хотя это здесь и не требуется, отметим, что 1/73 = 0,(01369863).
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