Десятый международный математический турнир старшеклассников 
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Всеволожск, 3–10 декабря 2006 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 10.12.06. СЕНЬОРЫ.
Довывод
1. Рассматриваются всевозможные квадратные трехчлены x2+px+q с положительным дискриминантом, у которых коэффициенты p и q — целые числа, делящиеся на 5. Найдите наибольшее натуральное n такое, что у любого трехчлена с описанными свойствами сумма сотых степеней корней — целое число, делящееся на 5n. (По мотивам KoMaL)
2. Через центр равностороннего треугольника ABC проведена прямая, пересекающая прямые AB, BC и CA в точках C1, A1 и B1 соответственно. Окружность с центром A1, проходящая через точку A, пересекает окружность с центром B1, проходящую через точку B, в точках K и L. Докажите, что C1 — центр описанной окружности треугольника CKL. (KoMaL)
3. Можно ли на координатной плоскости раскрасить все точки с целочисленными координатами в два цвета так, чтобы у любого прямоугольника с раскрашенными вершинами, сторонами, параллельными линиям сетки и площадью, равной степени двойки, нашлись бы вершины обоих цветов? (Латвия, 2001)
4. Докажите, что 
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 при любых положительных a, b, c. (Crux, творчески переработано Ф. Петровым и К. Суховым)
Вывод
5. Из клетчатого квадрата 101(101 вырезали центральную клетку. Дима хочет сделать связную клетчатую заслонку, которая при любом расположении в этом квадрате закрывает дырку. Каким наименьшим числом клеточек ему удастся обойтись? Клетчатая фигура называется связной, если из любой ее клетки можно пройти в любую другую, не покидая фигуры и переходя каждый раз в соседнюю по стороне клетку. (Д. Максимов)
6. AA1 — высота, а AA2 — биссектриса остроугольного треугольника ABC. Окружность проходит через точки A1 и A2 и касается вписанной в ABC окружности в точке A3. Аналогичным образом строятся точки B3 и C3. Докажите, что прямые AA3, BB3, CC3 пересекаются в одной точке. (Д. Столяров)
7. Дано натуральное число A. В десятичной записи оно выглядит как 
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. Положим A1 = f(A), A2 = f(A1) и т.д. Пусть A = 20062006. Выясните, принадлежит ли число 2007 последовательности A1,A2, … . (По мотивам Китайского отбора-1986)
Десятый  международный математический турнир старшеклассников 

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Всеволожск, 3–10 декабря 2006 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 10.12.06. ЮНИОРЫ.

Довывод
1. Произведение натуральных чисел m и s равно 20002006. Докажите, что уравнение mx2–sy2 = 3 не имеет решений в целых числах. (Македонские олимпиады)
2. Даны положительные числа a, b, c. Докажите, что

abc(a+b)(b+c)(c+a) ( (a2+bс)(b2+ac)(c2+ab). (Crux)
3. Существует ли выпуклый многоугольник, не имеющий равных сторон, который можно разрезать на два равных многоугольника? (А. Шаповалов)
4. В треугольнике ABC на медиане CR выбрана точка P такая, что CP = AB/2. Прямая BP пересекает сторону CA в точке Q. Оказалось, что CQ = PQ. Докажите, что (BRC = 120(. (Crux)
Вывод
5. Из клетчатого квадрата 101(101 вырезали центральную клетку. Дима хочет сделать связную клетчатую заслонку, которая при любом расположении в этом квадрате закрывает дырку. Каким наименьшим числом клеточек ему удастся обойтись? Клетчатая фигура называется связной, если из любой ее клетки можно пройти в любую другую, не покидая фигуры и переходя каждый раз в соседнюю по стороне клетку. (Д. Максимов)
6. Через центр равностороннего треугольника ABC проведена прямая, пересекающая прямые AB, BC и CA в точках C1, A1 и B1 соответственно. Окружность с центром A1, проходящая через точку A, пересекает окружность с центром B1, проходящую через точку B, в точках K и L. Докажите, что C1 — центр описанной окружности треугольника CKL. (KoMaL)
7. Дано натуральное число A. В десятичной записи оно выглядит как 
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. Положим A1 = f(A), A2 = f(A1) и т.д. Пусть A = 20062006. Выясните, принадлежит ли число 2007 последовательности A1,A2, … . (По мотивам Китайского отбора-1986)
Десятый международный математический турнир старшеклассников 

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Всеволожск, 3–10 декабря 2006 года

Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Рассматриваются всевозможные квадратные трехчлены x2+px+q с положительным дискриминантом, у которых коэффициенты p и q — целые числа, делящиеся на 5. Найдите наибольшее натуральное n такое, что у любого трехчлена с описанными свойствами сумма сотых степеней корней — целое число, делящееся на 5n.
Ответ: 50. Решение. 
Задача 2. Через центр равностороннего треугольника ABC проведена прямая, пересекающая прямые AB, BC и CA в точках C1, A1 и B1 соответственно. Окружность с центром A1, проходящая через точку A, пересекает окружность с центром B1, проходящую через точку B, в точках K и L. Докажите, что C1 — центр описанной окружности треугольника CKL.
Решение. Достаточно доказать, что три упомянутых в условии окружности имеют общую радикальную ось. Поскольку их центры лежат на одной прямой, достаточно доказать, что центр I треугольника ABC имеет равные степени относительно всех трех окружностей. Пусть A2 — основание высоты из вершины A. Степень I относительно окружности с центром A1 равна IA2–A1A2 = IA22–A2A2. Но для B и C мы получим ту же величину, ибо треугольник ABC — правильный.
Задача 3. Можно ли раскрасить на координатной плоскости все точки с целочисленными координатами в два цвета так, чтобы у любого прямоугольника с раскрашенными вершинами, сторонами, параллельными линиям сетки и площадью, равной степени двойки, нашлись бы вершины обоих цветов?
Решение. Раскрасим в черный цвет все точки, у которых сумма координат делится на 3, и в белый — все остальные. В любом прямоугольнике с площадью, равной степени двойки, длины сторон не делятся на 3; тогда, как нетрудно понять, суммы координат для его вершин имеют все три остатка от деления на 3, и потому среди них есть вершины обеих цветов.
Задача 4. Докажите, что 
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 при любых положительных a, b, c.
Решение. Заметим, что (a+2b)(b+2c)(c+2a) = (a+b+b)(b+c+c)(c+a+a) ( 27abc (применяем к каждой скобке неравенство о средних и перемножаем). Отсюда 
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. После раскрытия скобок в левой части и приведения подобных членов последнее неравенство сводится к очевидному.
Задача 5. Из клетчатого квадрата 101(101 вырезали центральную клетку. Дима хочет сделать связную клетчатую заслонку, которая при любом расположении в этом квадрате закрывает дырку. Каким наименьшим числом клеточек ему удастся обойтись? Клетчатая фигура называется связной, если из любой ее клетки можно пройти в любую другую, не покидая фигуры и переходя каждый раз в соседнюю по стороне клетку.
Ответ: 151. Решение. Пример — заслонка в форме буквы Т, у которой все три полоски, исходящие из общего центра, имеют длину в 50 клеток. Оценка. Заключим заслонку в наименьший прямоугольник со сторонами, параллельными сторонам квадрата. Пусть его размеры — k(l. Заметим, что k, l ( 51 — иначе прямоугольник, сдвинутый в угол, не будет накрывать дырку. Двигая прямоугольник внутри квадрата так, чтобы он пробежал все возможные свои положения, заметим, что дыра при этом «закрасит» в нем прямоугольник размером (102–k)(102–l). В заслонку должны входить все его клетки плюс клетки, не позволяющие поместить заслонку в прямоугольник размеров, меньших, чем k(l. Добавляя последние к прямоугольнику (102–k)(102–l) по одной так, чтобы сохранялась связность, заметим, что сумма измерений минимального прямоугольника, содержащего текущую фигуру, после добавления каждой клетки растет не более, чем на 1. Поэтому нам придется добавить не менее, чем k+l–(102–k+102–l) = 2(k+l)–204 клеток, а всего в заслонке их будет не меньше, чем (102–k)(102–l)–204+2(k+l) = (100–k)(100–l)+200 ( 200+(–1)(49 = 151.
Задача 6. AA1 — высота, а AA2 — биссектриса остроугольного треугольника ABC. Окружность проходит через точки A1 и A2 и касается вписанной в ABC окружности в точке A3. Аналогичным образом строятся точки B3 и C3. Докажите, что прямые AA3, BB3, CC3 пересекаются в одной точке.
Решение. Проведем общую касательную в точке A3. Тогда ( = (A2A3X = (A3A1A2. Положим 
Задача 7. Дано натуральное число A. В десятичной записи оно выглядит как 
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. Положим A1 = f(A), A2 = f(A1), и т.д.  Пусть A = 20062006. Выясните, принадлежит ли число 2007 последовательности A1,A2, … .
Ответ. Нет. Решение. Заметим, что 60 ≡ 1(mod 59), поэтому
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Так как исходное число A делится на 59, то и все Ai делятся на 59, и потому не могут равняться 2007.
Десятый международный математический турнир старшеклассников 

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Всеволожск, 3–10 декабря 2006 года

Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Произведение натуральных чисел m и s равно 20002006. Докажите, что уравнение mx2–sy2 = 3 не имеет решений в целых числах.
Решение. Заметим, что 3 делится на НОД(m, s), следовательно НОД(m, s) = 1, значит, одно из m и s – степень 2, а другое – степень 5. В случае, когда m — степень 2 (которая, очевидно, четная), наступает противоречие по модулю 5. Во втором случае (когда m — степень 5) достаточно рассмотреть уравнение по модулю 4, чтобы убедится, что у него нет корней.
Задача 2. Даны положительные числа a, b, c. Докажите, что

abc(a+b)(b+c)(c+a) ( (a2+bс)(b2+ac)(c2+ab).
Решение. 3. Не умаляя общности можно считать что a ( b ( c. (a2+ab)(b2+bc) ( (a2+bc)(b2+ab) ( ab3+a2bc ( b3c+a3b ( (a2–b2)(a–c) ( 0, что верно ввиду упорядоченности набора. (b2+ab)(c2+ac) ( (c2+ab)(b2+ac) ( bc2+b2c ( b3+c3, что также верно. Таким образом,

abc(a+b)(b+c)(c+a) = (a2+ab)(b2+bc)(c2+ac) (
(a2+bc)(b2+ab)(c2+ac) ( (a2+bc)(c2+ab)(b2+ac),

что и требовалось доказать.
Задача 3. Существует ли выпуклый многоугольник, не имеющий равных сторон, который можно разрезать на два равных многоугольника?
Решение. Ответ: Да, существует. Возьмем произвольный квадрат и проведем через его центр две взаимно перпендикулярные прямые, не совпадающие с диагоналями и не параллельные сторонам. Тогда объединение двух соседних из четырех образовавшихся четырехугольников образуют требуемый пример (это трапеция с, очевидно, различными сторонами).
Задача 4. В треугольнике ABC на медиане CR выбрана точка P такая, что CP = AB/2. Прямая BP пересекает сторону CA в точке Q. Оказалось, что CQ = PQ. Докажите, что (BRC = 120(.
Решение. Пусть AX и BY — перпендикуляры на прямую CR. Прямоугольные треугольники CAX и PBY равны по катету (AX = BY, так как CR медиана) и острому углу, откуда PY = CX, а, значит, XY = CP = BR = RA. Отсюда ясно, что (XAR = 30(, а, следовательно, (BRC = 120(.
Задача 5. Из клетчатого квадрата 101(101 вырезали центральную клетку. Дима хочет сделать связную клетчатую заслонку, которая при любом расположении в этом квадрате закрывает дырку. Каким наименьшим числом клеточек ему удастся обойтись? Клетчатая фигура называется связной, если из любой ее клетки можно пройти в любую другую, не покидая фигуры и переходя каждый раз в соседнюю по стороне клетку.
Ответ: 151. Решение. Пример — заслонка в форме буквы Т, у которой все три полоски, исходящие из общего центра, имеют длину в 50 клеток. Оценка. Заключим заслонку в наименьший прямоугольник со сторонами, параллельными сторонам квадрата. Пусть его размеры — k(l. Заметим, что k, l ( 51 — иначе прямоугольник, сдвинутый в угол, не будет накрывать дырку. Двигая прямоугольник внутри квадрата так, чтобы он пробежал все возможные свои положения, заметим, что дыра при этом «закрасит» в нем прямоугольник размером (102–k)(102–l). В заслонку должны входить все его клетки плюс клетки, не позволяющие поместить заслонку в прямоугольник размеров, меньших, чем k(l. Добавляя последние к прямоугольнику (102–k)(102–l) по одной так, чтобы сохранялась связность, заметим, что сумма измерений минимального прямоугольника, содержащего текущую фигуру, после добавления каждой клетки растет не более, чем на 1. Поэтому нам придется добавить не менее, чем k+l–(102–k+102–l) = 2(k+l)–204 клеток, а всего в заслонке их будет не меньше, чем (102–k)(102–l)–204+2(k+l) = (100–k)(100–l)+200 ( 200+(–1)(49 = 151.
Задача 6. Через центр равностороннего треугольника ABC проведена прямая, пересекающая прямые AB, BC и CA в точках C1, A1 и B1 соответственно. Окружность с центром A1, проходящая через точку A, пересекает окружность с центром B1, проходящую через точку B, в точках K и L. Докажите, что C1 — центр описанной окружности треугольника CKL.
Решение.

Задача 7. Дано натуральное число A. В десятичной записи оно выглядит как 
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. Положим A1 = f(A), A2 = f(A1), и т.д.  Пусть A = 20062006. Выясните, принадлежит ли число 2007 последовательности A1,A2, … .
Ответ. Нет. Решение. Заметим, что 60≡1 (mod 59), поэтому
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Так как исходное число A делится на 59, то и все Ai делятся на 59, и потому не могут равняться 2007.
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