УСЛОВИЯ ЗАДАЧ ТУРНИРА МАТБОЕВ

ПЕРВЫЙ ТУР

Высшая лига

1. Произведение положительных чисел x1, x2, …, xn равно 1. Докажите, что
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2. В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой число камней четно (если обе кучки таковы, то он выбирает кучку случайным образом), и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку. Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится? 

3. Касательные в точках A и C к описанной окружности ( остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке F. Внутри треугольника BFC нашлась такая точка K, что (KFB = (KBC = (KCF. Точка L на стороне AB такова, что (LCB = (BFC. Докажите, что прямая BK делит отрезок LC пополам.

4. Найдите все функции f: N ( N, удовлетворяющие равенству f (m+n) f (m–n) = f (m2) при всех натуральных m > n.
5. В графе с m вершинами [m2/4] – n ребер (m, n — натуральные числа). Докажите, что если в этом графе есть хотя бы один треугольник, то в нем не меньше [m/2] – n – 1 треугольников.
6. Мальчик Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные тройки подмножеств данного n-элементного множества. Рассмотрев каждую тройку, он выписывает на рулон туалетной бумаги число элементов в пересечении этих трех подмножеств. Какое число будет написано на рулоне больше всего раз, когда Алеша наконец рассмотрит все тройки подмножеств?
7. Обозначим через an количество цифр числа 2n, не меньших пяти. Докажите, что 
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8. При каких n > 2 можно покрасить n вершин правильного n2-угольника в синий цвет и n других вершин в красный цвет так, чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета? 

9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB.
10. Есть n мудрецов и неограниченный запас колпаков каждого из n различных цветов. Мудрецы одновременно закрывают глаза, и каждому из них надевают на голову какой-то колпак (например, все надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Мудрецы открывают глаза. Каждый видит, какие колпаки надеты на остальных, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее договориться о совместных действиях таким образом, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака.
Первая лига

1. Задача 1 высшей лиги для n = 3.

2. Задача 2 высшей лиги.

3. Дан треугольник ABC, в котором (C+2(A = 90(. Внутри него выбрана точка P такая, что (PAB = (PBC = (PCA. Точка K симметрична вершине B относительно стороны AC, а точка H — основание перпендикуляра, опущенного из точки B на прямую KA. Докажите, что прямая AP делит отрезок BH пополам.
4. Переформулировка задачи 4 высшей лиги на языке последовательностей.

5. Задача 5 высшей лиги.

6. Задача 6 высшей лиги.

7. Дано n различных натуральных чисел a1, a2, … , an. Докажите, что для любого натурального x, большего (a1a2 … an)n, число (x+a1) (x+a2) … (x+an) имеет не менее n различных простых делителей.
8. Задача 8 высшей лиги для n = 2005 («Можно ли…»).

9. Задача 9 высшей лиги.

10. Задача 10 высшей лиги для n = 4.

Вторая лига

1. Пусть a, b, c, d – различные целые числа. Найдите наименьшее возможное значение выражения 4(a2+b2+c2+d2) – (a+b+c+d)2.
2. Задача 2 высшей лиги.
3. Все внутренние и внешние углы описанного четырёхугольника ABCD не меньше 60(. Докажите, что |BC3 – CD3| ( 3|AB3 – AD3|.
4. Переформулировка задачи 4 высшей лиги на языке последовательностей.
5. Пусть а1, а2, …, а100 — натуральные числа. Для каждой пары чисел аi, аj при i < j выписываются числа аi+аj, аiаj  и (аi-аj(. Найдите наибольшее возможное значение количества нечётных чисел среди выписанных.
6. Сизифу определено следующее наказание. Зевс написал по кругу четыре целых числа. Ежеминутно Сизиф должен одновременно заменять каждое из чисел на разность между ним и числом, следующим по часовой стрелке. На каждом шаге, получив четыре числа a, b, c, d, он вычисляет три разности: ab–cd, bc–аd, ac–bd. Зевс обещает простить Сизифа, если все эти разности окажутся простыми числами. Есть ли у Сизифа шанс?
7. Дана белая клетчатая доска 10(10. Илья хочет провести в каждой клетке диагональ и закрасить один из получающихся треугольников в черный цвет так, чтобы к любой границе двух клеток примыкали два одноцветных треугольника. Сколькими различным способами Илья может это сделать?
8. Задача 8 высшей лиги для n = 11 («Можно ли…»).
9. Задача 9 высшей лиги.
10. Задача 10 высшей лиги для n = 2.
Высшая юниорская лига

1. Задача 1 высшей лиги для n = 3.
2 Задача 2 высшей лиги.
3. Диагонали вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P. Центры описанных окружностей треугольников APB и CPD лежат на описанной окружности ABCD. Найдите угол между прямыми AC и BD.

4. Переформулировка задачи 4 высшей лиги на языке последовательностей.
5. Задача 5 высшей лиги.
6. Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные пары подмножеств данного n-элементного множества. Рассмотрев каждую пару, он записывает число элементов в пересечении этих подмножеств. Какое число будет написано больше всего раз, когда Алеша рассмотрит все пары подмножеств?

7. Задача 7 второй лиги.
8. Задача 8 высшей лиги для n = 2005 («Можно ли…»).
9. Задача 9 высшей лиги.
10. Задача 10 высшей лиги для n = 4.
Первая юниорская лига

1. Задача 1 высшей лиги для n = 3.
2. Есть k > 1 камней. Сначала автомат делит эти камни на две непустые кучи произвольным образом. Затем за один шаг автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. При каких k автомат через конечное число шагов обязательно остановится?

3. Диагонали вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P. Центры описанных окружностей треугольников APB и CPD лежат на описанной окружности ABCD. Докажите, что ABCD – равнобедренная трапеция.

4. Найдите все последовательности натуральных чисел {an}, при всех натуральных m, n (m > n) удовлетворяющие соотношению 
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5. Задача 5 второй лиги.
6. Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные пары подмножеств данного 10-элементного множества. Рассмотрев каждую пару, он записывает число элементов в пересечении этих подмножеств. Сколько раз будет написано число 2?
7. Задача 7 второй лиги.
8. Вася покрасил 10 вершин правильного 100-угольника в синий цвет и 10 других вершин в красный цвет. Докажите, что расстояние между какими-то двумя вершинами синего цвета будет равно расстоянию между какими-то двумя вершинами красного цвета.

9. Задача 9 высшей лиги.
10. Задача 10 высшей лиги для n = 2.
ВТОРОЙ ТУР

Высшая лига

1. AH1, BH2, CH3 ( высоты остроугольного разностороннего треугольника ABC. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон BC, CA и AB в точках T1, T2 и T3 соответственно. Пусть Pk (k = 1, 2, 3) — такая точка на прямой HkHk+1 (мы полагаем H4 = H1), что треугольник HkTkPk остроугольный и HkTk = HkPk. Докажите, что описанные окружности треугольников T1P1T2, T2P2T3, T3P3T1 имеют общую точку.
2. Последовательность {an} определена условиями a1 = 1 и 
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. Докажите, что в этой последовательности бесконечно много точных кубов.
3. Пусть p > 5 — простое число. Для каждого целого x положим 
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. Докажите, что для любых натуральных x и y разность fp(x) – fp(y) может быть записана несократимой дробью, числитель которой делится на p3.
4. У Васи есть a красных, b белых и c синих карточек. Если он выкинет красную карточку, его оштрафуют на столько рублей, сколько белых карточек у него на руках. Если он выкинет белую карточку, его оштрафуют на число рублей, равное удвоенному количеству синих карточек у него на руках. А если он выкинет синюю карточку, его оштрафуют на число рублей, равное утроенному количеству красных карточек у него на руках. Выкидывать две карточки одновременно нельзя. Какой минимальный штраф придется заплатить Васе, если он хочет выкинуть все карточки?
5. Какое наименьшее количество клеток, попарно не имеющих общих точек, можно выкинуть из бесконечной клетчатой плоскости так, чтобы оставшуюся часть нельзя было разрезать на доминошки?
6. Докажите, что уравнение a3 + 2b3 + 4c3 – 6abc = 1 имеет бесконечно много решений в целых числах.
7. Докажите, что в описанном четырехугольнике, длины сторон которого различны, наибольшая сторона видна из точки пересечения диагоналей под тупым углом.
8. Даны строго возрастающие функции f, g: Q ( Q, каждая из которых принимает все рациональные значения. Верно ли, что функция f + g тоже принимает все рациональные значения?

9. Обозначим p(n, k) количество разбиений натурального числа n на натуральные слагаемые, не превосходящие k (разбиения, отличающиеся лишь порядком слагаемых, считаются одинаковыми), а p(n) = p(n, n) — общее количество разбиений натурального числа n на натуральные слагаемые. Докажите, что p(10000, 100)2 ( p(30000).
10. p — полупериметр треугольника ABC. Точки E и F лежат на прямой AB, причем CE = CF = p. Докажите, что описанная окружность треугольника EFC касается вневписанной окружности треугольника ABC, касающейся стороны AB.
Первая лига

1. ABCD — вписанный четырехугольник. Точки I и J – центры вписанных окружностей треугольников ABD и BCD. Докажите, что точки A, I, J и C лежат на одной прямой или окружности тогда и только тогда, когда четырехугольник ABCD — описанный.

2. Последовательность {an} определена условиями a1 = 1 и 
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. Докажите, что в этой последовательности бесконечно много точных квадратов.
3. Докажите, что три числа 
[image: image7.wmf]abb

acc

-

-

-

, 
[image: image8.wmf]bcc

baa

-

-

-

, 
[image: image9.wmf]caa

cbb

-

-

-

 не могут быть одновременно целыми ни при каких целых a, b и c.
4. Задача 4 высшей лиги для a = 300, b = 500, c = 100.

5. Какое наименьшее количество клеток можно выкинуть из бесконечной клетчатой плоскости так, чтобы оставшуюся часть нельзя было разрезать на доминошки (прямоугольники из двух клеток)?
6. Задача 6 высшей лиги.
7. Четырехугольник ABCD описан около окружности. Прямые AB и CD пересекаются в точке M, а прямые AC и BD – в точке N. Сторона AD больше каждой из остальных сторон четырехугольника. Докажите, что(AND ( 90( + ½(AMD.
8. Задача 8 высшей лиги.
9. Степень каждой вершины связного графа не меньше 2. Докажите, что из этого графа можно удалить пару смежных вершин таким образом, чтобы он остался связным.
10. Задача 10 высшей лиги.
Вторая лига

1. Знакопеременной суммой множества чисел x1, x2, …, xk называется число
xk – xk–1 + xk–2 – … + (–1)k-1x1, где xk > xk–1 > xk–2 >…> x1. Для каждого подмножества множества {1, 2, …, 10} выписана его знакопеременная сумма. Найдите сумму всех выписанных чисел.
2. Иррациональный взрыв с эпицентром в точке P удаляет из плоскости все точки, находящиеся на иррациональном расстоянии от точки P. Какое наименьшее количество иррациональных взрывов достаточно для того, чтобы удалить из плоскости все точки?
3. Два взаимно простых числа таковы, что число a+b кратно числу a–b. Докажите, что хотя бы одно из чисел ab+1 и 4ab+1 является точным квадратом.
4. Колоду из N карт (N ( 2) тасуют, многократно применяя одну и ту же операцию: снимают две верхние карты, меняют их местами и складывают в низ колоды. Докажите, что не позже чем через N2/2 операций колода вернется в исходное состояние.
5. Задача 5 первой лиги.
6. Каждой паре целых неотрицательных чисел (х, у) по некоторому правилу сопоставлено целое неотрицательное число х(у. При этом выполняются следующие условия: 1(0 = 1, (2х)(х = 2(х(х), и (х+1)(у  = х(у  + (у2+1)(0. Найдите 5(20.

7. Докажите, что в описанном четырехугольнике ABCD, все стороны которого различны и AD — наибольшая из них, лучи AB и DC пересекаются.
8. Острые углы x1, x2, …, xn, (  таковы, что 
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. Докажите неравенство 
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9. Основание высоты AD треугольника ABC лежит на стороне BC. Окружность касается стороны BC в точке D, пересекает сторону AB в точках М и N и пересекает сторону AC в точках Р и Q. Докажите, что (AM + AN)/AC = (AP + AQ)/AB.

10. Задача 4 первой лиги.

Высшая юниорская лига

1. Задача 1 второй лиги.
2. Задача 2 второй лиги.
3. Задача 3 первой лиги.
4. Колоду из N карт (N ( 4) тасуют, многократно применяя одну и ту же операцию: снимают стопку из четырех верхних карт, меняют в них порядок карт на обратный и складывают получившуюся стопку в низ колоды. Докажите, что не позже чем через N2/4 операций колода вернется в исходное состояние.
5. Задача 5 первой лиги.
6. В последовательности {an} a0 = 1, a2n+1 = an; a2n+2 = an+an+1. Докажите, что любое положительное рациональное число можно представить в виде an+1/an, n ( 1.
7. Задача 7 второй лиги.
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8. Улей имеет план, показанный на рисунке. Пчела, сидя в соте, обозначенной крестиком, за один ход может перелететь по стрелке в одну из указанных сот. Пчела начала свой путь в соте П и облетела весь улей, побывав в каждой соте. Докажите, что в какой-то соте она была по меньшей мере три раза.
9. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Окружности S1 и S2 с центрами соответственно в точках I и J вписаны соответственно в треугольники ABD и BCD. Оказалось, что точки A, I, J и C лежат на одной окружности. Докажите, что окружности S1 и S2 касаются друг друга.
10. Докажите, что для любой тройки чисел a, b и c существует единственное решение 

(x, y, z) системы уравнений 
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Первая юниорская лига

1. Задача 1 второй лиги.
2. Задача 3 второй лиги.
3. Задача 4 второй лиги.
4. Задача 5 первой лиги.
5. Назовем множество суперпростым, если сумма любого нечетного количества любых его элементов – простое число. Сколько элементов может быть в суперпростом множестве?
6. Задача 8 высшей юниорской лиги.
7. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Окружности S1 и S2 с центрами соответственно в точках I и J, вписанные соответственно в треугольники ABD и BCD, касаются друг друга. Докажите, что точки A, I, J и C лежат на одной окружности или на одной прямой.
8. Задача 10 высшей юниорской лиги.
ТРЕТИЙ ТУР

Высшая лига

1. Множество S состоит из 2n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Отрезок, соединяющий две из этих точек, называется разделяющим, если по каждую сторону от содержащей его прямой находится ровно по n–1 точке. Оказалось, что есть ровно n разделяющих S отрезков. Докажите, что любые два таких отрезка пересекаются по внутренней точке.
2. Сумма положительных чисел x1, x2, …, xn (n ( 4) равна 1. Докажите, что 
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3. Внутри треугольника ABC выбраны изогонально сопряженные точки P и P'. Прямые AP, BP, CP пересекают прямые BC, CA, AB в точках A', B', C' соответственно. Докажите, что прямые, симметричные прямым AP', BP', CP' относительно прямых B'C', C'A', A'B' соответственно, пересекаются в одной точке. (Точки P и P' называются изогонально сопряженными относительно треугольника АВС, если прямые, симметричные прямым AP, BP и CP относительно биссектрис углов A, B и C соответственно, пересекаются в точке P'.)
4. Докажите, что для каждого натурального числа n ( 2005, взаимно простого с 10, существует натуральное число, кратное n, не меняющееся, если записать его цифры от конца к началу и состоящее менее чем из 
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5. В вершинах правильного шестиугольника написаны шесть целых неотрицательных чисел с суммой 2005. Вдумчивый мальчик Боря может стереть число в любой вершине и написать вместо него модуль разности чисел в двух соседних вершинах. Докажите, что Боря может добиться того, чтобы во всех шести вершинах стояли нули.

6. Пусть a0, a1, …, an, … — такая последовательность неотрицательных чисел, что ak+m ( ak+m+1 + akam для любых целых неотрицательных k и m. Предположим, что nan < 0,2499 для любого натурального n. Докажите, что найдется положительное q < 1 такое, что an < qn при всех достаточно больших n.
7. В связном графе с 300 вершинами степень каждой вершины не меньше 100. Известно, что в этом графе нет гамильтонова пути. Докажите, что в нем можно найти такой несамопересекающийся цикл, что никакие две вершины, не входящие в этот цикл, не соединены ребром.

8. S — описанная окружность разностороннего треугольника ABC. Пусть K — точка пересечения биссектрисы угла C с касательной к S в точке B, а L — вторая точка пересечения биссектрисы внешнего угла C c окружностью S. Прямые AC и LB пересекаются в точке M. Докажите, что прямая MK делит отрезок AB пополам.
9. Решите в натуральных числах x, y и k > 1 уравнение 22x+1 + 2x+1 + 1 = yk.

10. Прямоугольную таблицу, в клетках которой стоят целые числа, назовем  n-близкой, если в каждых двух клетках, соседних по стороне, стоят числа, отличающиеся не более, чем на n (n – натуральное число). Докажите, что при любом натуральном k каждая kn-близкая таблица является суммой k n-близких таблиц. (Сумма нескольких прямоугольных таблиц одинакового размера — это таблица, в каждой клетке которой стоит сумма чисел, стоящих в соответствующих клетках таблиц-слагаемых.)

Первая лига

1. Задача 1 высшей лиги.
2. Задача 2 высшей лиги.
3. Внутри вписанного n-угольника A1A2…An нашлась такая точка P, что (PA1A2 = (PA2A3 = … =((PAnA1. Докажите, что внутри этого многоугольника найдется и точка Q такая, что (QA2A1 = (QA3A2 = … =((QA1An.

4. Докажите, что для каждого натурального числа n ( 2005, взаимно простого с 10, существует натуральное число, кратное n, не меняющееся, если записать его цифры от конца к началу и состоящее менее чем из n/4 цифр.
5. Задача 5 высшей лиги.
6. У многочлена x4+ax3+bx2+cx+d с рациональными коэффициентами d < 0 и есть четыре действительных корня. Известно, что произведение двух его корней рационально. Докажите, что сумма этих корней тоже рациональна.
7. Какое наибольшее количество ладей можно поставить на шахматную доску так, чтобы каждая из них била не более двух других? (Фигуры не бьют друг сквозь друга).

8. Диагонали четырехугольной призмы пересекаются в одной точке. Докажите, что эта призма – параллелепипед.

9. Задача 9 высшей лиги.
10. Задача 10 высшей лиги.
Вторая лига

1. Каждый боец Оранжевого отряда дежурит на майдане 4 дня в неделю. Какое наименьшее количество бойцов Главный должен набрать в отряд, чтобы ежедневно на майдан выходило не менее 1000 человек?
2. Последовательность натуральных чисел (an) удовлетворяет условию 

an+3 = an+2(an+1 + an) для n = 1, 2, 3, ... . Найдите a7, если известно, что a6 = 8820.
3. Найдите площадь вписанного шестиугольника, последовательные стороны которого равны 7, 7, 7, 11, 11, 11.
4. Задача 6 первой лиги.
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5. Докажите, что найдется квадрат, в котором можно замостить фигурками, указанными на рисунке, не менее 99% площади. Фигурки можно поворачивать, но они не должны налегать друг на друга и выходить за пределы квадрата.
6. Докажите, что для любых чисел a, b (a ( (b) выполнено неравенство 
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7. Задача 10 высшей лиги для k = 2.
8. Касательная в точке A к окружности, описанной около треугольника ABC, пересекает продолжение стороны BC в точке P. Прямая, проходящая через точку C параллельно AP, пересекает вторично окружность в точке S. Прямая PS вторично пересекает окружность в точке R. Докажите, что прямая BR делит отрезок PA пополам.
9. Сумма пяти неотрицательных чисел равна 7, а сумма их квадратов равна 10. Какое наименьшее значение может принимать минимальное из этих чисел?
10. Найдите все натуральные m, при которых p4 = 23m + 22m + 1, если p — простое число.
Высшая юниорская лига

1. В Оранжевом отряде 2005 бойцов. За один день дежурства на майдане боец получает 10 украинских самостийных долларов (USD). Оказалось, что каждый отдежурил с каждым ровно по одному разу, причем весь отряд одновременно на майдан не выходил. Докажите, что кто-то получил не менее 450 самостийных долларов.
2. Задача 2 второй лиги.
3. Докажите, что диаметр окружности, описанной вокруг шестиугольника, последовательные стороны которого равны 2, 2, 7, 7, 11, 11, равен 14.
4. На клетчатой доске 2005(2005 двое играют в следующую игру. Ход состоит в закрашивании 8 еще не закрашенных клеток, образующих связное множество. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (Связным называется такое множество клеток, что из любой его клетки можно перейти по клеткам этого множества в любую другую, переходя каждый раз в соседнюю по стороне.)
5. Салфетки имеют форму некоторого выпуклого четырехугольника. Докажите, что существует круг, который можно полностью покрыть такими салфетками так, чтобы сумма площадей израсходованных салфеток оказалась не более 2006/2005 площади круга. Салфетки, покрывающие круг, могут выходить за его пределы.
6. Можно ли выбрать на плоскости такие 12 точек (не обязательно различных), чтобы на единичном расстоянии от каждой из них находилось ровно пять других выбранных точек?
7. Задача 10 высшей лиги для k = 3.
8. Касательная в точке A к окружности, описанной около треугольника ABC, пересекает продолжение стороны BC в точке P. M — середина отрезка PA. Прямая MB вторично пересекает эту окружность в точке R, а прямая PR вторично пересекает эту окружность в точке S. Докажите, что AP || CS.
9. Задача 9 второй лиги.
10. Задача 10 второй лиги.
Первая юниорская лига

1. Задача 1 второй лиги.
2. Последовательность натуральных чисел {an} удовлетворяет условию
an+3 = an+2(an+1+an) для n = 1, 2, 3, ... . Известно, что в ней встречается число 900. Каким по счету оно может быть?
3. Задача 3 второй лиги.
4. Задача 5 второй лиги.
5. Можно ли выбрать на плоскости такие 10 различных точек, что на единичном расстоянии от каждой из них находится ровно 3 других выбранных точки?
6. Задача 10 высшей лиги для k = 2.
7. Задача 8 второй лиги.
8. Задача 10 второй лиги.
ЧЕТВЕРТЫЙ ТУР

Вариант 1. Высшая лига, бои за 1 – 6 места.
1. Пусть d(n) обозначает количество натуральных делителей числа n. Докажите, что существует бесконечно много натуральных a, для которых уравнение d(an) = n не имеет натуральных решений.
2. Даны угол и точка P внутри него. Рассматриваются всевозможные вписанные четырехугольники с вершинами на сторонах угла, диагонали которых пересекаются в точке P. Докажите, что описанные окружности этих четырехугольников имеют общую радикальную ось.

3. В выпуклом n-угольнике A1A2 …An некоторые отрезки AiAj окрашены в зеленый цвет так, что зеленые отрезки не пересекаются во внутренних точках. На плоскости выбраны n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что эти точки можно обозначить B1, B2, …, Bn так, что при покраске в красный цвет всех отрезков BiBj, для которых отрезки AiAj – зеленые, красные отрезки также не будут пересекаться во внутренних точках.
4. Найдите все функции f: (0; +∞) ( (0; +∞) такие, что при всех x, y > 0 f(1+xf(y)) = yf(x+y).

5. На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC взяты точки C1, A1 и B1 соответственно. Прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке. Касательная из точки A1 к вписанной окружности треугольника ABC, не совпадающая со стороной BC, пересекает прямую B1C1 в точке A2. Аналогичным образом определяются точки B2 и C2. Докажите, что точки A2, B2 и C2 лежат на одной прямой.
6. Найдите все положительные рациональные числа a, для которых число 
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7. Дано натуральное число k. Для каждого натурального n обозначим через f(n) наименьшее значение выражения | (1k (2k ( … (nk| по всем расстановкам знаков. Докажите, что начиная с некоторого места функция f(n) периодична.
8. Для натуральных m и n обозначим через f(m, n) количество целочисленных решений неравенства |x1| + |x2| + … + |xn| ( m. Докажите, что f(m, n) = f(n, m).
9. Полный ориентированный граф с n > 100 вершинами сильно связен (то есть из любой его вершины до любой другой существует ориентированный путь). Какое наименьшее количество несамопересекающихся ориентированных циклов длины 100 может быть в таком графе?
10. Все комплексные корни многочлена p(z) степени n различны и имеют модуль 1. Положим g(z) = z–n/2p(z). Докажите, что все корни g'(z) по модулю равны 1.
Вариант 2. Высшая лига, бой за 7 – 8 места; первая лига, бои за 1 – 4 места.

1. Делитель числа n называется маленьким, если он не превосходит n/10000 и большим в противном случае. Конечно ли количество составных чисел, у которых произведение всех больших делителей, отличных от самого числа, равно произведению всех маленьких?
2. Задача 2 варианта 1.
3. В дереве n вершин, занумерованных числами от 1 до n. Докажите, что любые n точек плоскости, среди которых никакие три не лежат на одной прямой, можно так занумеровать числами от 1 до n, чтобы никакие два отрезка, соответствующие ребрам дерева, не пересекались.
4. Найдите все такие функции f: (0; +∞) ( (0; +∞), что при всех x, y, z > 0 f(z+xf(y)) = yf(x+yz).
5. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке E. Докажите, что 
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6. Задача 6 варианта 1.
7. Задача 7 варианта 1.
8. Задача 8 варианта 1.
9. В полном ориентированном графе с 100 вершинами из любой вершины до любой другой существует путь. Какое наименьшее количество несамопересекающихся ориентированных циклов длины 99 может в нем быть?
10. Решите уравнение: (x2 – [x] + 1)2 = [x2] + {x}, где [x] обозначает целую часть числа х, а {x} – его дробную часть.
Вариант 3. Первая лига, бои за 5-8 места; вторая лига, бой за 1 – 2 места.
Отличается от предыдущего варианта только следующими задачами:

7. Для каждого натурального n обозначим через f(n) наименьшее значение выражения | (12 (22 ( … (n2| по всем расстановкам знаков. Докажите, что начиная с некоторого места функция f(n) периодична.
9. На шахматной доске стоят k коней. Известно, что некоторые (k–1) из них могут сделать одновременно ход, после которого все кони вновь окажутся в разных клетках доски. При каком наибольшем k это возможно?
Вариант 4. Вторая лига (бои за 3-8 места).
1. Найдите среднее по величине из трех положительных чисел a, b, c, если abc = 1 и a + b + c = 1/a + 1/b + 1/c.
2. Задача 9 варианта 3.
3. На столе лежат 6 гирек с массами 3, 4, 5, 6, 7, 8 граммов, но неизвестно, какая гирька сколько весит. Как за 10 взвешиваний на чашечных весах без дополнительных гирь определить две самые легкие и две самые тяжелые гирьки?
4. На столе лежат 9 карточек, на которых написаны числа – 4, – 3, – 2, – 1, 0, 1, 2, 3, 4. Двое по очереди забирают по одной карточке со стола. Выигрывает тот, кто первый наберет три карточки, сумма чисел на которых равна нулю. Если ни один из игроков не набрал трех таких карточек, игра заканчивается вничью. Кто выигрывает при правильной игре?
5. Два треугольника с целочисленными сторонами подобны, причем две пары сторон у них равны, а третьи стороны отличаются на 218 см. Найдите стороны этих треугольников.
6. Задача 5 варианта 2.
7. У Деда Мороза имеются конфеты 100 сортов. Каждому из 2005 детей он вручает подарок, состоящий из 80 конфет разных сортов, причем все подарки у Деда Мороза различные. Сможет ли Дед Мороз так скомпоновать подарки, чтобы конфет всех сортов было в них поровну?
8. Даны: окружность S с центром O, точка A на этой окружности и прямая d, проходящая через точку O, но не через точку A. Прямая l, проходящая через точку A, пересекает окружность S и прямую d в точках P и Q соответственно. Докажите, что описанная окружность треугольника PQO проходит через точку окружности S, не зависящую от выбранной прямой l.

9. Задача 6 варианта 1.
10. Задача 10 варианта 2.

Вариант 5. Высшая юниорская лига, бои за 1-6 места; первая юниорская лига, бой за 1 – 2 места.
1. Задача 1 варианта 4.
2. Последовательность t1, t2, ..., t100 задана следующим образом: t1 = 1, t2 = 4, tn+2 = tn+1 + tn для n = 1, 2, ..., 98. Сколько натуральных чисел представимы в виде суммы ровно трех различных членов этой последовательности?

3. На шахматной доске стоят k коней. Известно, что любые (k–1) из них могут сделать одновременно ход, после которого все кони вновь окажутся в разных клетках доски. При каком наибольшем k это возможно?
4. На столе лежат 8 гирек с массами 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 граммов, но неизвестно, какая гирька сколько весит. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах без дополнительных гирь определить две самые легкие и две самые тяжелые гирьки?
5. Задача 4 варианта 4.
6. На лбу у каждого из троих мудрецов написано простое число. Им сообщили об этом, а также о том, что три их числа являются длинами сторон треугольника с простым периметром. Каждый из мудрецов видит числа на лбу у других, но не видит числа на собственном лбу. Один из мудрецов видит числа 5 и 7. Мудрецам три раза задали вопрос, могут ли они определить число, написанное на своем лбу. Все мудрецы трижды ответили отрицательно (свои ответы они каждый раз одновременно записывали на бумажках, а затем все три ответа открывались). Какое число написано на лбу у первого мудреца?
7. Задача 7 варианта 4.
8. В треугольнике ABC точки D и E – середины сторон AB и AC соответственно. Сторона BC равна трети периметра. Докажите, что биссектрисы углов BDE и CED пересекаются на стороне BC.
9. Рассмотрим точки числовой прямой 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... Найдите наименьшее возможное значение l, при котором семью отрезками длины l можно покрыть все эти точки.
10. Квадрат P со стороной 250 лежит внутри квадрата Q со стороной 500. Докажите, что на периметре Q можно найти такие точки A и B, что отрезок AB не имеет общих точек с P и длина этого отрезка не меньше 505.

Вариант 6. Высшая юниорская лига, бой за 7 – 8 место; первая юниорская лига, бои за 3-8 места
1. Задача 1 варианта 4.
2. Последовательность t1, t2, ..., t100 задана следующим образом: t1 = 1, t2 = 4, tn+2 = tn+1 + tn для n = 1, 2, ..., 98. Сколько натуральных чисел представимы в виде суммы ровно двух различных членов этой последовательности?

3. Задача 9 варианта 3.
4. На столе лежат 8 гирек с массами 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 граммов, но неизвестно, какая гирька сколько весит. Как за 14 взвешиваний на чашечных весах без дополнительных гирь определить две самые легкие и две самые тяжелые гирьки?
5. Задача 4 варианта 4.
6. Рассмотрим точки числовой прямой 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... Найдите наименьшее возможное значение l, при котором пятью отрезками длины l можно покрыть все эти точки.
7. Стулья в зале расставлены в виде прямоугольной решетки. В каждом поперечном ряду сидит 6 юношей, а в каждом продольном — 8 девушек. 15 стульев свободны. Сколько в зале продольных и поперечных рядов?
8. Задача 8 варианта 5.
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