Starija Grupa    Ekipa  _____Novog Sada__________________


Prvi deo  (10 minuta;  svaki zadatak 6 bodova)

1.1 Poznato je da funkcija f ispunjava uslov, da za svake x и y
  f(xy + f(x)) = f(x)f(y) + x . Dokazati da se vrednosti funkcije   f  razlikuju, ako se razlikuju argumenti (tj. da je injektivna).

Prvi deo  (10 minuta;  svaki zadatak 6 bodova)

1.2  Neka je dat konveksni cetvorougao  ABCD i tacka P. Vektor 
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 su jednaki vektorima 
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 respektivno. Dokazati da je povrsina cetvorougla A1B1C1D1 dvaput veca od povrsine cetvorougla ABCD. 

Prvi deo  (10 minuta; svaki zadatak 6 bodova)

1.3 Polja table 55 obojeni su u sahovskom poretku. Centralno polje je crne boje. Da li je moguce prekriti sva crna polja pomocu polimino u obliku ugla od tri polja? Polimino moraju biti strogo unutar kvadrata ili na granici. 

Drugi deo  (15 minuta; svaki zadatak 7 bodova)

2.1  Skup S sadrzi nekoliko razlicitih celih brojeva. Poznato je da za svaka dva elementa S postoji kvadratni trinom ax2 + bx + c, takav da su ti elementi njegove nule, a koeficijenti a,  b,  c su brojevi iz skupa S (ne obavezno razliciti). Koji najveci broj elemenata moze sadrzati S? 

Второй  тур  (15 минут;  каждая задача 7 баллов)

2.2
Dokazati za proizvoljni trougao nejednakost:  
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 gde su , ,   – uglovi trougla, 
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 – visine, odgovarajuce stranicama a, b  i c, a  R – poluprecnik opisane kruznice.

Drugi deo  (15 minuta; svaki zadatak 7 bodova)

2.3 Ucitelj je dao zadatak da se u reci М А Т Е М А Т И К А zamene razlicita slova razlicitim ciframa, a jednaka – jednakim, da bi se dobio broj deljiv sa 137. Kostja koji ima ocenu 3 iz ruskog jezika napisao je rec pogresno: 

М А Т Е М А Т Е К А.  Dokazati da sada Kostja nece mocu da uradi zadatak bez obzira na to sto ima peticu iz matematike. 

Treci deo  (20 minuta; svaki zadatak 8 bodova)

3.1 Neka je data funkcija  f (x) = x2 + 2007x + 1.

Dokazati da za svaki prirodan broj n jednacina 
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 ima bar jedno resenje.

Treci deo  (20 minuta; svaki zadatak 8 bodova)

3.2 Tacka P se nalazi unutar trougla  ABC. Tacke D, E, F su podnozja normala iz tacke P na stranice trougla. Konstruisite takvu tacku P, za koju je vrednost izraza PDPEPF/(PAPBPC) najveca moguca. 

Treci deo  (20 minuta; svaki zadatak 8 bodova)

3.3 Na Tanjinom rodjendanu njen stariji brat cetrdesetogodisnji Vasilije primetio je da ako ih bilo ko od prisutnih napusti, onda ce svi ostali moci da se raspodele na dve grupe sa jednakim zbirom punih godina. Koliko godina puni Tanja? (Nadjite sve mogucnosti.)

Cetvrti deo  (25 minuta; svaki zadatak 9 bodova)

4.1 Dato je 2007 razlicitih brojeva  a1, a2, a3, …, a2007   i 2007 razlicitih 

brojeva b1, b2, b3, …, b2007 . Poznato je da je proizvod
 (a1+ bk)(a2+ bk)(a3+ bk)…(a2007+ bk) = 2007 za svako  k. Koje vrednosti mogu primati proizvodi  (b1 + ak)(b2 + ak)(b3 + ak)…(b2007 + ak)?

Cetvrti deo (25 minuta; svaki zadatak 9 bodova)

4.2  Cetvorougao  ABCD je konveksan. Poznato je da je  AB = BC,
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,  
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. Dokazati da je  AD = DC. 

Cetvrti deo  (25 minuta; svaki zadatak 9 bodova)

4.3 U Burundiji radi  27 spijuna. Svaki od njih zna brojeve telefona tacno desetorice drugih, svaciji telefon znaju tacno deset kolega. Uz to ako A zna telefon B, onda B ne zna telefon A. Dokazati da se informacija od bilo kog spijuna do bilo kog drugog moze predati pomocu ne vise od tri telefonska poziva.
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