Первый  тур  (10 минут;  каждая задача 6 баллов) Младш
1.1 (9)  Про натуральное число a известно, что число 3a является полным квадратом, а 5a является кубом натурального числа. Кроме того, a не делится на шестую степень какого-либо натурального числа, большего единицы. Найдите a.
Ответ:  a = 675
Решение:  Если в разложении a на простые множители присутствует число отличное от трёх и пяти, то оно должно входить в разложение в степени кратной  двум (из первого условия) и кратной трём (из второго). Из последнего условия следует, что ни одно простое число не может входить в разложение a на простые множители в степени выше пятой. 
Таким образом, в разложении a на простые множители встречаются только 3 и 5. Степень, в которой тройка входит в разложение на простые множители числа a обозначим k, а степень в которой входит в это разложение пятерка – m. Получаем, что k – нечётное и делится на три, а m – чётное и даёт остаток 2 при делении на 3. Отсюда a = 33(52 = 675.
 
Первый  тур  (10 минут;  каждая задача 6 баллов)
1.1 (10–11) Про функцию f известно, что для любых x и y
  f(xy + f(x)) = f(x)f(y) + x . Докажите, что при разных значениях аргумента функция  f  принимает различные значения.

Решение: Предположим, что  f(a) = f(b) при некоторых a и b.  Запишем условие сначала для  x = a, y = b а затем для  x = b, y = a: 
 f(ab + f(a)) = f(a)f(b) + a

 f(ba + f(b)) = f(b)f(a) + b 
Из равенства   f(a) = f(b) следует равенство левых частей, а из равенства правых частей следует, что  a = b. 
Первый  тур  (10 минут;  каждая задача 6 баллов)
1.2  (9–11) Имеется выпуклый четырехугольник ABCD и точка P. Вектор 
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  равен вектору 
[image: image2.wmf]AB

. Векторы 
[image: image3.wmf]1

1

1

,

,

PD

PC

PB

 равны векторам 
[image: image4.wmf]DA

CD

BC

,

,

 соответственно. Докажите, что площадь четырехугольника A1B1C1D1 равна удвоенной площади четырёхугольника ABCD.
Решение:  
Рассмотрим треугольники DAB и PD1A1.  Из условия следует, что DA = PD1, AB = PA1, 
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. Используя формулу площади треугольника S = ab sin(  получаем 
S ((DAB) = S ((D1 PA1) .

Аналогично: 
 S ((ABС) = S ((A1 PB1),  S ((BCD) = S ((B1 PC1),  S ((CDA) = S ((C1 PD1) .
  Так как четырехугольник ABCD – выпуклый, последовательность точек  ABCD  при обходе этого четырёхугольника по часовой стрелке совпадает с последовательностью соответствующих точек при обходе четырёхугольника A1B1C1D1 .

Поэтому S (A1B1C1D1) = S ((A1 PB1) + S ((B1 PC1) + S ((C1 PD1) + S ((D1 PA1) .  Складывая четыре равенства, получаем 2S (ABCD) = S (A1B1C1D1).
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Первый  тур  (10 минут;  каждая задача 6 баллов)
1.3 (9–11)Клетки квадрата 5(5 покрашены в шахматном порядке.  Центральная клетка – чёрная. Можно ли закрыть все чёрные клетки неперекрывающимися уголками из трех клеток?  Уголки не должны выходить за границы квадрата. 

Ответ: Невозможно.
Решение:  Рассмотрим девять клеток выделенных на рисунке ярким чёрным цветом. Никакие две из них не могут быть закрыты одним уголком. Таким образом, чтобы закрыть только эти девять клеток нам понадобятся девять уголков, площадь которых равна 27 и превышает площадь квадрата.
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Второй  тур  (15 минут;  каждая задача 7 баллов)
2.1 (9​–11) Множество S состоит из нескольких различных целых чисел. Известно, что для любых двух из них можно составить квадратный трёхчлен ax2 + bx + c, корнями которого они являются, используя в качестве коэффициентов a,  b,  c числа из множества S (одно число можно использовать несколько раз). Какое наибольшее количество чисел может быть в таком множестве? 
Ответ: Три числа. 

Решение: Предположим, что в S входят по крайней мере два числа, модуль которых больше 1.  Рассмотрим два таких числа p и q с наибольшим модулем. Пусть ax2 + bx + c – многочлен, корнями которого являются p и q. 
Тогда по теореме Виета  pq = c / a. То есть, модуль  c  больше  модулей p и q. Противоречие. 

Таким образом помимо чисел 0, 1, ​–1 в множестве S может присутствовать ещё не более одного числа. Обозначим его x. Докажем, что положительное  x не может содержаться в S одновременно с числом 1.
Действительно, для коэффициентов многочлена, корнями  которого являются   x  и  1, по теореме Виета получаем  x + 1 = – b/a , а значит ( b( ( ( x(.

Аналогично, отрицательное x не может входить в S одновременно с числом  –1, так как  x – 1 = – b/a  и  ( b( ( ( x(. 
 Следовательно в S содержится не более трёх чисел. Легко убедиться, что множество (1, 0, –1( удовлетворяет условию.
Второй  тур  (15 минут;  каждая задача 7 баллов)
2.2
(9–11) Докажите, что для произвольного треугольника выполняется неравенство:  
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 где (, (, (  – углы треугольника, 
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 – высоты, опущенные соответственно на стороны a, b и c, а  R – радиус описанной окружности.

Решение: По теореме синусов   
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Запишем высоты треугольника как:  
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Получаем: 
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Сложив и поделив на 2 три неравенства:
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получим:
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Второй  тур  (15 минут;  каждая задача 7 баллов)
2.3 (9–11) Учитель дал задание заменить в слове М А Т Е М А Т И К А разные буквы разными цифрами, а одинаковые – одинаковыми так, чтобы получившееся число делилось на 137. Костя, у которого тройка по русскому языку, записал слово с ошибкой: М А Т Е М А Т Е К А.  Докажите, что теперь Косте не удастся решить задачу, несмотря на пятерку по математике. 
Решение: М А Т Е М А Т Е К А  = М А Т Е(10001 + K A 
10001 = 137*73. 
[image: image18.wmf]Þ

 М А Т Е М А Т Е ( 100 делится на 137, а значит К А должно делиться на 137. Но это возможно только в случае К = А = 0.

Третий  тур  (20 минут;  каждая задача 8 баллов)
3.1 (9) Найдите все положительные значения a, для которых уравнение
  a2x2 + ax + 1 – 7a2 = 0 имеет два корня, являющихся целыми числами.
Ответ:  1; 1/2;  1/3.
Решение: Найдём дискриминат уравнения: 
D = a2 – 4a2(1 – 7a2) = a2(28 a2 – 3).  Уравнение имеет два корня при  a2 ( 3/28. По теореме Виета сумма корней равна ​– a/ a2 = –1/a. Если корни целые, то 
a = 1/n, где n – натуральное. Условию 1/n2 ( 3/28 удовлетворяют только
 n = 1; n = 2; n = 3. 
При  n = 1 получаем  уравнение  x2 +  x  – 6 = 0 с корнями (–3; 2(. 
При  n = 2  уравнение  
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При  n = 3  уравнение  
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Третий  тур  (20 минут;  каждая задача 8 баллов)
3.1 (10–11) Задана функция  f (x) = x2 + 2007x + 1.

Докажите, что для любого натурального n   уравнение 
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 имеет по крайней мере одно решение.
Решение: Рассмотрим уравнение   f (x) = x.  Его корнями будут решения уравнения               x2 + 2006x + 1 = 0

Дискриминант этого уравнения положителен и оно имеет два отрицательных корня 
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 принимает отрицательные значения. Поскольку g(x) – многочлен чётной степени с положительным старшим коэффициентом, при достаточно больших значениях  x он принимает положительное значение. В силу непрерывности функции задаваемой многочленом между двумя точками в одной из которых он принимает отрицательное, а в другой положительное значение существует точка в которой он равен нулю. 

Третий  тур  (20 минут;  каждая задача 8 баллов)
3.2  (9–11) Точка P  расположена внутри треугольника  ABC. Точки D, E, F являются основаниями перпендикуляров, опущенных из точки P на стороны треугольника. Постройте такую точку  P, для которой значение выражения PD(PE(PF/(PA(PB(PC) принимает наибольшее значение. 
Ответ:  Искомая точка – центр вписанной окружности. 

Решение: Обозначим x и x' углы, которые образует луч AP с лучами AB и AC соответственно. Рассмотрим отношение 

PF(PE/PA2 = sin x sin x' = 1/2 cos(x – x') – 1/2 cos(x + x') =
 
1/2 cos(x – x') – 1/2 cos ((A ) ≤ 1/2 – 1/2 cos A = sin2(A/2).  Минимальное значение этого отношения достигается в случае, когда точка P лежит на биссектрисе угла A.
 Аналогично PD(PE/ PC2 ≤  sin2(С/2),   PD(PF/ PB2 ≤  sin2(B/2). Все три отношения принимают минимальное значение в случае, когда точка P находится в точке пересечения биссектрис, а следовательно в этом случае принимает минимальное значение и их произведение.
Третий  тур  (20 минут;  каждая задача 8 баллов)
3.3  (9–11) На дне рождения Тани ее старший брат – сорокалетний  Вася обнаружил, что если любой из присутствующих уйдет, то оставшиеся смогут  разбиться  на две группы  так, что сумма числа  полных  лет  членов первой группы будет равна сумме числа полных лет членов второй группы.  Сколько лет исполнилось Тане? (Укажите все возможные варианты)
Ответ: 8 лет или 24 года.
Решение: Докажем, что возраст всех участников вечеринки имеет одинаковую четность. Предположим, что есть два человека, возраст которых имеет разную четность. Удаляя одного из них, мы получим нечетную сумму возрастов, и указанное разбиение – невозможно.

   Если для какого-то п возраст каждого из присутствующих кратен 2п, и имеется кто-то, чей возраст не кратен  2п+1 , то будем измерять возраст в единицах, равных 2п. Измеренный в этих единицах, возраст всех присутствующих должен быть нечетным числом. Так как Васе 40 лет, возраст всех  участников вечеринки делится на 8 и не делится на 16. Пример для обоих ответов:  два 24-летних человека, два восьмилетних и сорокалетний Вася. 

Четвёртый   тур  (25 минут;  каждая задача 9 баллов)
4.1 (9–11) Имеются 2007 различных чисел  a1, a2, a3, …, a2007  , а также 2007 различных чисел b1, b2, b3, …, b2007 . Известно, что произведение
 (a1+ bk)((a2+ bk)((a3+ bk)(…((a2007+ bk) = 2007 при любом k. Какие значения могут принимать произведения  (b1 + ak)((b2 + ak)((b3 + ak)(…((b2007 + ak)?

Ответ:  ​​2007
Решение:  Рассмотрим многочлен

 P(x) = (a1+ x)((a2+ x)((a3+ x)(…((a2007+ x) – 2007. В точках x = ak этот многочлен принимает значения –2007. С другой стороны P(x) – многочлен 2007-ой степени со старшим коэффициентом,  равным единице, и имеет корни в 2007 точках b1, b2, b3, …, b2007. Таким образом он может быть записан в виде: 
P(x) =  (x – b1)((x – b2)(…((x – b2007)

Получаем: 
P(ak)= (–1)2007((b1 + ak)((b2 + ak)((b3 + ak)(…((b2007 + ak)= –2007
(b1 + ak)((b2 + ak)((b3 + ak)(…((b2007 + ak) = 2007



Четвёртый   тур  (25 минут;  каждая задача 9 баллов)

4.2   (9–11) Четырехугольник  ABCD – выпуклый. Известно, что  AB = BC,
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. Докажите, что AD = DC. 
Решение:
 На продолжении отрезка DB за точку отметим такую точку F, что BF=BC=BA.  Точки C, A и F лежат на окружности с центром в точке B. Угол (CFD  равен половине центрального угла (CBD.  Имеем 
(CFD  = 1/2 (CBD = (BDA Аналогично 
(AFD  = 1/2 (ABD = (BDC Следовательно DCFA – параллелограмм и его диагонали делятся точкой пересечения пополам. 
Обозначим E точку пересечения диагоналей параллелограмма. BE – медиана равнобедеренного треугольника ABC, а значит (CEB – прямой. DE ​– высота и медиана треугольника CDA , следовательно он равнобедренный и AD = DC. 



Четвёртый   тур  (25 минут;  каждая задача 9 баллов)

4.3  (9–11) В Бурундии работают  27 шпионов. Каждый из них знает номера телефонов ровно десяти других шпионов, и телефон каждого известен ровно десяти его коллегам. При этом если A известен телефон B, то  B – не знает номера телефона  A. Докажите, что информация может быть передана от любого шпиона любому другому при помощи не более чем трёх телефонных звонков.
Решение: Пусть шпион x хочет передать информацию шпиону y, телефон которого ему неизвестен.  Обозначим  C множество из 10 шпионов, телефоны которых знает  x,  D  – множество 10 шпионов, знающих телефон y, E – множество из пяти оставшихся шпионов, не входящих ни в C, ни в D.
Если  существует шпион  z, который входит и  в множество C и в множество D, то для передачи информации  достаточно будет двух звонков:
 x ( z ( y. 
Рассмотрим случай, когда множества C и D не пересекаются. Пусть каждый из шпионов, входящих в множество С позвонит по всем известным ему номерам. Совокупно будет сделано 100 звонков (некоторые номера могут повторяться, но не более 10 раз). При этом количество звонков внутри   множества  C составляют не более 45. Так как каждый шпион может принять не более 10 звонков, получателями оставшихся  55 звонков будут не менее шести человек. Все они не могут входить в E, а значит в множестве  C есть шпион k, которому известен телефон  n, входящего в D. Тогда для передачи информации достаточно трёх звонков:
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